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1. INTRODUCCIÓN (*)

El hombre toma continuamente decisiones más o menos importan-
tes y a lo largo de su vida se perfecciona en tal arte. Hace unos veinti-
cinco años ha comenzado a enfocarse de un modo científico el proble-
ma de la toma de decisiones en campos tan diversos como el econó-
mico, militar, tecnológico, político, social, etc.

Nuevas ideas y ramas de la Ciencia matemática han crecido por el
•estímulo de tales problemas y en estos últimos años han aparecido ya
•extensos tratados de teoría de juegos, programación matemática, teo-
ría de colas, teoría de la información, etc. Sobre ellos se han cons-
truido nuevas disciplinas aplicadas que llevan los nombres de Investi-
gación Operativa, Ciencia de la dirección y control, Análisis de sistemas,
•etcétera. Todas ellas giran alrededor del problema típico de decisión:
.analizar científicamente varios cursos de acción posibles para determi-
nar el óptimo.

De un modo genérico podemos decir que el arma fundamental de
ataque a estos problemas es la formación de modelos matemáticos apro-
piados. Un modelo es una imagen simplificada de la situación real en
que las relaciones empíricas se traducen en relaciones matemáticas o ló-
gicas entre los entes que se introducen en el modelo.

La idea de estudiar la realidad por modelos matemáticos proviene
•de la Física clásica; pero tales modelos deterministas, en que las téc-
nicas matemáticas de solución, eran las ecuaciones diferenciales y en
derivadas parciales, tienen escasa utilidad en los nuevos campos, en que
los factores humanos implican una fuerte variabilidad e incertidumbre
en los datos. Por ello se hacen necesarias las nuevas ideas de la teoría
de la probabilidad, los procesos estocásticos y los procesos de decisión
que triunfan y se imponen con notorio éxito. Así los ingenieros utilizan
la teoría de colas y de inventarios para la mejora de los problemas de
producción en sus empresas, los sicólogos emplean en sus trabajos los
modelos de aprendizaje y los procesos estocásticos, los economistas uti-

(*) Trabajo realizado con la «Ayuda March» de Matemáticas, año 19G4.
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lizan la programación matemática y modelos de juegos para establecer
las relaciones entre consumo, producción y precios en una economía,
competitiva, los militares utilizan los métodos de simulación para per-
feccionar científicamente las aplicaciones clásicas de los juegos de gue-
rra, etc.

A pesar de los esfuerzos realizados por elevado número de científi-
cos, parece excesivo tener hoy la pretensión de construir una teoría ge-
neral de las decisiones que sea útil en todos los campos (económico, mi-
litar, judicial, etc.) en que el hombre necesita tomar a diario decisiones.
Ante la dificultad de una tal teoría general, que permitiría unificar los
principales esfuerzos realizados en el estudio científico de la decisión,,
nos hemos asignado un objetivo más concreto, consistente en la elabo-
ración de una síntesis de conceptos, que permita abarcar el panorama
actual de la teoría de procesos de decisión con vistas principalmente a
sus aplicaciones a la Investigación Operativa, instrumento poderoso en
el desarrollo moderno de la teoría económica y de la ciencia de la ges-
tión de empresas. Hemos proseguido este camino hasta llegar a nuevos
modelos, que denominamos procesos de decisión polietápicos en concu-
rrencia, que constituyen el fundamento de nuevas aplicaciones de inte-
rés práctico.

En resumen, podemos decir que no nos hemos propuesto hacer una.
exposición enciclopédica, sino un trabajo de depuración y síntesis clara
de la teoría de la decisión asociado a la creación de nuevos modelos,
que consideramos útiles en el progreso de la Investigación Operativa..



CAPÍTULO PRIMERO

CONCEPTOS Y CLASIFICACIÓN DE PROCESOS
DE DECISIÓN

1. Elementos de un problema de decisión

En el esquema mínimo de un problema de decisión se ha de consi-
derar :

a) Un decisor que está interesado en el problema.
b) Un ambiente o contexto de la situación o conjunto de factores

no controlados por el decisor, que pueden tener influencia sobre el re-
sultado final o consecuencia.

c) Dos o más acciones posibles al decisor.
d) Una preferencia de objetivos por parte del decisor.

Decisor

Ambiente

—

—>

Acciones
posibles 1

Consecuencias
posibles

Estados
del ambiente

t
—Preferencias

Esta situación de mínima complejidad puede complicarse de varios
modos.

A) Número de decisores

Una decisión puede ser única, pero puede ser tomada: 1) por un
solo individuo; 2) puede ser el resultado de la actuación de n individuos
(comité, consejo de administración, parlamento, etc.); 3) puede ser el
resultado de la actuación de un gran número de individuos (región,
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•país, etc.)- Muchas veces a ios efectos de las consecuencias la decisión
• de un comité tiene el mismo carácter unipersonal que la decisión de
•iun director.

B) Contexto de una situación de decisión

Consideraremos:

'1) Ambiente de certidumbre.

Cada acción conduce invariablemente a un resultado bien definido.
En la práctica ésta es siempre una hipótesis aproximada, y si se quiere
•obtener un modelo más ajustado a la realidad hay que considerar:

'2) Ambiente de riesgo.

Cada decisión puede dar lugar a una serie de consecuencias con una
•distribución de probabilidad conocida para el decisor. P. e., la cantidad
de agua que recogerá el año próximo una presa es una variable aleato-
ria de ley conocida a través de los estudios meteorológicos.

3) Ambiente de incertidumbre.

Cada decisión puede dar lugar a una serie de consecuencias y no
tiene sentido hablar de la ley de probabilidad, o tal ley es desconocida.
Tal es el caso en que los distintos estados se producen como consecuen-

-cia de un hecho aislado imprevisible, p. e., un nuevo descubrimiento
científico, una guerra, etc.

á) Aún se puede considerar el caso de ley de probabilidad parcial-
mente conocida y cuyo conocimiento puede mejorarse por experimentos
planeados adecuadamente (teoría de Wald, procesos secuenciales y adap-
tivos).

C) Situación en concurrencia

Los resultados son las consecuencias de las acciones de dos o más
individuos con intereses total o parcialmente contrapuestos. Como sub-
casos consideramos: 1) no hay concurrencia; 2) dos individuos; 3) n
•individuos ; 4) número grande de individuos.
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D) O bjetivos

1) Bien conocidos y definidos.
2) Imperfectamente conocidos.

E) Duración del proceso

1) Una etapa.
2) n etapas.
3) Infinitas etapas.

Si representamos por un complejo con cinco componentes numéri-
cas correspondientes a las letras A), B), C), D) y E) vemos que hemos
"hecho una clasificación con 3 x 4 x 4 x 2 x 3 = 288 tipos posibles de
situaciones, que no tiene otro objeto que dar una idea de la riqueza y
diversidad de problemas planteados.. La gran mayoría de problemas
tratados por programación lineal, cuadrática, etc., se encuentra en las
categorías (1 ,1 ,1 ,1 ,1) . Muchos problemas de inventario están en
(1, 2, 1, 1, 2).

Pero es evidente que muchas categorías de problemas apenas han
sido tratados a pesar de su importancia práctica.

Por el carácter de síntesis de esta exposición no trataremos de hacer
un desarrollo exhaustivo de modelos, sino más bien fijarnos en algunos
más fundamentales. • •'••

Como objetivo final, estudiaremos de un modo especial los procesos
que llamamos de decisión polietápicos o secuencia! en concurrencia: En
ellos sé consideran n etapas y al comienzo de cada una de ellas dos
adversarios toman decisiones.'Ellas y el azar influyen en el curso del
desarrollo del proceso, y el objetivo final para uno y otro participante
es buscar el óptimo.

Se podrían clasificar como (1, 2, 2, 1, 2) o (1, 2, 2, 1, 3).

2. Aspectos normativo y descriptivo

Se suele decir que resolver un problema de decisión es tomar la
mejor decisión posible. Ahora bien, ¿qué es la solución «mejor» u «óp-
-tima» a un problema? Para esto hemos de determinar la elección que
el decisor deberla hacer, que no es necesariamente la misma que co-
rrientemente se hace.
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Vemos aquí el doble aspecto normativo y descriptivo de la teoría de
la decisión.

Nosotros nos ocupamos aquí del primero, que es el que corresponde
a una teoría matemática. Observemos que no se trata de dar normas
de decisión en un sentido absoluto, sino condicionadas a ciertos fines
n objetivos generales, supuestos «a priori» en forma de postvilados sen-
cillos.

Indiquemos de paso que un gran número de ensayos se han hecho
recientemente para estudiar el comportamiento humano en situaciones
de elección.

P. e., el libro de Davidson, Suppes y Siegel estudia la medida de
probabilidades subjetivas y utilidad. Todos estos trabajos tratan de des-
cribir cómo los individuos toman decisiones más que cómo deben to-
marlas. Otro aspecto de estos estudios es contrastar mediante la expe-
riencia una teoría normativa, es decir, que si un individuo se comporta
de acuerdo con unos ciertos postulados, cuál debe ser el resultado de
sus decisiones. Todas estas experiencias tienen el carácter de «labora-
torio» y esto es, sin duda, un inconveniente para su aplicación a la rea-
lidad.

3. Ejemplos

Vamos a dar algún ejemplo de situación de decisión en que inter-
vienen dos personas y el azar, como punto de partida para introducir
algunos conceptos como acción, resultado, estrategia, etc.

Suponemos dos decisores: Jj y ]„. El Ja puede realizar la acción ex

o la e2. Interviene el asar y se pueden obtener, en el primer caso, los
resultados m, n, p y en el segundo los q, r. El individuo J, conoce los
resultados citados y puede realizar la acción A o la B ; después de esto
interviene el azar y se obtienen los resultados x, y, s. Puede decirse
que la sucesión de acciones de los jugadores y el azar dan lugar a resul-
tados parciales y finales, y que cada partida o curso de desarrollo posible
del juego conduce a una consecuencia. En nuestro caso tendríamos 30
consecuencias rx, r2, ..., r30.

Este proceso de decisión se puede representar gráficamente por un
árbol que parte de un punto principal Jlf que representa la situación
inicial del individuo J1; que puede elegir entre las acciones ex y e2, cada
una de las cuales se representa por un segmento. Del extremo de ex

salen tres segmentos, que representan los resultados debidos al azar
m, n, p. Del e3 salen análogamente dos segmentos q, r. Del extremo
de m salen A y B, que representan las dos acciones posibles de J2. Del
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extremo de A salen tres segmentos x, y, z, etc. El segmento x termina
en un punto que se considera como punto final de trayectoria o con-
secuencia.

El mismo tipo de esquema vale para una situación de decisión uni-
personal en que identificáramos Ja y J3, y en que el azar podría conti-
nuar siendo el azar o bien intervención de la naturaleza (ley de proba-
bilidad desconocida).

Az

Como en todo estudio matemático hay que proceder a un estableci-
miento de conceptos claros en que basar el desarrollo posterior. Esto
prueba que la formulación matemática del juego requiere algunos ele-
mentos más como vamos a ver a continuación.

Vamos, pues, siguiendo a Kuhn, a dar la formalización del concep-
to de juego w-personal como un ejemplo concreto de partida y refe-
rencia.

4. Juegos n-personales

Un juego w-personal es una estructura formal que regula la actua-
ción de n individuos o n jugadores J1; J2, ..., Jn y del azar Jo.

Las reglas del juego establecen una sucesión de movimientos pósi-
personales
de azar

punto de decisión ó un punto de sorteo, según sea personal o de azar.
Un movimiento personal puede hacerse de diversas maneras, cada

una de las cuales es lo que llamamos acción o elección (choice).
Uri movimiento de asar conduce a un resultado parcial (outcome)

de entre varios posibles.

bles, que pueden ser Un movimiento (move) es, pues, un
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Una serie de movimientos por los jugadores y el azar de acuerdo-
con las reglas del juego hasta terminar, es una partida (play), o curso
de desarrollo.

De un modo más preciso: las reglas de juego establecen para el
primer movimiento:

Especifican
las alternativas y

el jugador que
hace la selección

si es
personal

de azar

\

Especilican
las alternativas y
la distribución de
probabilidad con
que se hace la se-

lección

Para el movimiento k, las reglas especifican como función de las-
elecciones y resultados en los k — 1 movimientos anteriores :

a) Si el movimiento k es personal.
b) Si el movimiento k es de azar.
En el caso a) las acciones posibles y la información relativa a las-

acciones y resultados de los movimientos anteriores, y en el caso b) las
alternativas y sus probabilidades de selección.

Finalmente, las reglas especifican como una función de las acciones
y resultados en los movimientos sucesivos la terminación del juego, y
un conjunto R de asignaciones (no necesariamente numéricos) g (r) en
que r representa una de las terminaciones o consecuencias posibles del
juego. Una representación gráfica interesante de un juego es un árbol
finito con un vértice principal que, como hemos visto en el ejemplo an-
terior, permite representar las acciones alternativas que puede tomar el
jugador.

En la figura los vértices representan varias posiciones para los ju-
gadores como una consecuencia de los resultados de los movimientos..
Ningún vértice está ocupado por más de un jugador. Cada vértice no
terminal lleva un número que indica el jugador a quien corresponde
actuar cuando se llega a tal vértice, o bien un cero si es el azar el que
actúa.

La Información utilizable por los jugadores se especifica mediante
una partición S de los vértices en conjuntos V llamados conjuntos de
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información, tales que cuando se llega a un vértice v 6 V el jugador-
correspondiente sabe que se encuentra en el conjunto V, pero no conoce
la posición ei: que se encuentra dentro de tal conjunto V.

Se exigen a los conjuntos V las siguientes condiciones : todo v 6 V
pertenece al mismo jugador, al mismo movimiento y tiene el mismo-
número de alternativas.

En resumen, el concepto de juego comprende :
1) Un árbol finito con un nudo principal (que representa el primer'

movimiento del juego y el árbol describe la relación de los otros movi-
mientos con el primero).

2) Una partición de los nudos en n + 1 conjuntos (que indican cuál
de los n jugadores o el azar Jo corresponde a cada nudo).

3) Una distribución de probabilidad sobre las ramas de cada cero.
4) Un refinamiento de. la partición del jugador J, en conjuntos de

información (que caracterizan para el jugador la ambigüedad de la si-
tuación del árbol del juego para cada movimiento).

5) Una identificación de las correspondientes ramas para cada uno •
de los movimientos en cada uno de los conjuntos de información.

G) Un conjunto de consecuencias y una asignación a cada una de
ellas.

Hasta aquí hemos dado una definición de la estructura de las reglas
del juego, pero no hemos hecho referencia al comportamiento de los
jugadores. Se comprende que con unas mismas reglas de juego, el
juego puede ser distinto según cual sea el comportamiento que asig-
nemos a los jugadores.

Para caracterizar este comportamiento supondremos que se verifican
los siguientes axiomas :

I. Cada jugador tiene un orden de preferencia respecto a los resul-
tados finales o consecuencias del juego, y este orden verifica los axio-
mas de la teoría de la utilidad, de modo que se puede definir una función
de utilidad (1) u (r) tal que si r1 es preferido a r2 es u (r,) > u (r,), y
recíprocamente.

II. Cada jugador conoce perfectamente las reglas del juego y la
la función de utilidad suya y las de los contrincantes.

III. Cada jugador trata de hacer máxima su utilidad esperada.
Una estrategia pura para un jugador es un conjunto de normas que

establecen cuál es la acción que debe realizar el jugador en cada oca-
sión que le corresponda actuar, en función de la información que tenga-
de las acciones y resultados anteriores.

(1) El lector que no conozca estos conceptos podrá encontrarlos en el capítulo II—
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Fijada una estrategia por un jugador es posible que otra persona
haga el movimiento que haría el jugador si a dicha persona le dan la
información sobre los movimientos anteriores.

P. e., si suponemos que a cada rama que sale de cada punto de un
conjunto de información, que representa un movimiento, se le asigna
un número 1, 2, ..., r, en que r es el número de ramas, una estrategia
pura muy sencilla es tomar el 2 en cada movimiento, o bien el 1 en el
1.°, el 2 en el 2.°, el 1 en el 3.D, etc. Resulta que si el jugador i tiene q
conjuntos de información diferentes: 1, 2, ..., q, una estrategia pura se
representa por un complejo de q enteros (xl, x2, ...,xa), en que x¡ re-
presenta la rama elegida en el movimiento ; por dicho jugador. Puesto
que el número de ramas que puede elegir el jugador en cada conjunto
de información es finito, será finito el número de estrategias.

Si designamos por Si la estrategia elegida por el jugador i, se puede
determinar el resultado final r o consecuencia de tal elección de estra-
tegias que definen perfectamente un curso de desarrollo del juego
(s¡, Í2, ..., sn) -> r, y tendremos para el jugador i la utilidad

Si existen movimientos de azar no se obtiene una consecuencia úni-
ca, sino una distribución de probabilidad, y si admitimos la función de
utilidad lineal tendremos

en que P (r) es la probabilidad de obtener la consecuencia r.
De este modo hemos llegado a la forma normal del juego: en ella

cada jugador tiene exactamente un movimiento y hace su elección inde-
pendiente de las de los otros jugadores que desconoce. En el caso de dos
jugadores y juego de suma nula; tendremos la matriz de resultados
r¡¡ si ]1 utiliza s1, y JL utiliza s2j:

V rn r1 2 . . . rlm

C 1
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Jin el caso de intervención del azar los elementos de la matriz serán
distribuciones de probabilidad.

r,¡ es la cantidad que gana J1 y pierde J2 si el primero juega la estra-
tegia simple i y el segundo la ;. Es bien conocido que sólo si la matriz
tiene punto de silla (punto que sea mínimo de fila y máximo de colum-
na) hay una estrategia simple óptima para cada jugador en sentido
minimax. En otro caso se introduce la noción de estrategia mixta como
una distribución de probabilidad de las estrategias simples del jugador,
y el teorema fundamental de Von Neumann demuestra que existe un
valor del juego:

V = Min Max E (X, Y) = Max Min E (X, Y)
y X X J>

que viene a decir que si J. adopta su estrategia óptima el otro J2 per-
derá más si no adopta la suya, y análogamente si J2 adopta su estrate-
gia óptima, J\ ganará menos si no adopta la suya.

5. Modelos de decisión unipersonales

En muchos casos sólo podemos tener una idea imprecisa del com-
portamiento de otros individuos concurrentes con nosotros en una si-
tuación de decisión y no será adecuada la teoría de juegos n-personales.
En tales casos será preferible el tratamiento por la teoría de decisión
unipersonal.

En el caso de decisiones de un individuo en ambiente aleatorio somos
conducidos por el proceso de normalización al siguiente esquema, que
llamaremos modelo de decisión en contexto aleatorio con leyes de pro-
babilidad conocida (modelo I) :

Al /l2 • • • Pin

P2I P22 • • • Pi» r . n
[1]

Pk\ phi • • Pkn

es decir, a cada estrategia s¡ del decisor corresponde una distribución
de probabilidad (/>,,, />,•„, ..., pin) de las consecuencias (r1} r2, ..., rn).
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En el caso determinista tenemos el esquema más simple (modelo I ' ) :

[2J

es decir, a cada estrategia s¡ corresponde un resultado bien determi-
nado r¡ (2).

El modelo de decisión I no es esencialmente distinto del siguiente
modelo, que es el que más corrientemente se denomina de decisión en;
ambiente aleatorio (modelo II).

Se supone unos estados de la Naturaleza o condiciones E1; E2, ..., En

y unas acciones posibles para el decispr sx, s2, ..., st, de modo que si
se adopta la acción s¡ y el estado de la Naturaleza es Ey, la consecuen-
cia es rt¡, según indica el cuadro siguiente. Además, el decisor sabe que
hay unas probabilidades px, p3, ..., pn de que la Naturaleza esté en el
estado E1; ..., E«, según se indica en los cuadros siguientes:

F F

r 2 1
[3]

Podemos escribir el cuadro [3] en la siguiente forma:

• r\n ''21 r22 • • • r2'« • • • rk\ ?ki • • • rkn'11 ' 1 !

py p2 . . . pn 0 0 . . . 0 . . . ü ü . . . 0
0 0 . . . 0 py p, . . . pn ... 0 0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 ... py pi ... pn

Se tiene así un cuadro análogo al del modelo I y ahora, p. e.,

/>, = P [r12/.v,] = P [r21¡s.,].

Análogamente se puede ver sin dificultad la recíproca, cómo pasar
del modelo I al II.

(2) Dentro de éste entran los modelos de programación lineal, convexa, etc.
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6. Procesos de decisión estadísticos

Si la distribución de estados de la naturaleza es sólo parcialmente
conocida, p. e., se sabe que es de un cierto tipo, pero es desconocido el
valor del parámetro que la determina, podemos obtener su conocimien-
to a través de experimentos y plantearnos el problema de la decisión
óptima implicando en el modelo el conjunto de posibles experimentos
a realizar, su coste y el resultado de los mismos.

P. e., en un problema de inventario en que se trata de determinar
la cantidad de un item que se debe poner en inventario y en que se su-
ponen conocidos los costes de déficit y superávit, y la demanda 5 es una
variable aleatoria, podemos: 1.°) tratar la cuestión a la manera clásica
determinando aproximadamente la distribución de \ y tratando el pro-
blema como si tal distribución fuera conocida, 2.c) más adecuado es
plantear un muestreo y tener en cuenta su coste y los costes que se
toman en consideración en el problema clásico para implicar en un
modelo todo ello y obtener como consecuencia la cantidad óptima a
poner en inventario.

Asociando este nuevo ingrediente de la experimentación al mode-
lo II, tenemos un nuevo modelo III, que llamaremos modelo estadís-
tico.

Consideremos un conjunto |<S,-¡ de experimentos y para cada uno
de estos &¡ tenemos unos resultados posibles:

r j \ - rj"> ' • • • • rj •

Según cual sea el estado o condición del ambiente, tendremos una.
P [r¡¡/6i, E¡t] y podremos formar cuadros como éste:

'J* I § Ei] • • • P [>>;í<Sj, EJ

E. P [ru / Sj E.] P [r,-s / Gj EH] . . . P [rJm. / Sj, 15,]

Se definen funciones de decisión que asignan a cada resultado r/<r

posible del experimento Sj una acción o decisión. Entonces Wald es-
tablece un modelo en que entran las probabilidades P (E,), las
P (rJk/6,, Ek) y los valores relativos o utilidades {S¡, rjk, ao) de reali-
zar el experimento G¡ observar el resultado rn y obtener la conse-
cuencia ao de la matriz de consecuencias.
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Usté tipo de modelo, profusamente estudiado en la literatura esta-
dística, ha permitido un nuevo desarrollo de las teorías de tests, inter-
valos de confianza, etc., y parece que debía estudiarse más a fondo en
relación con los problemas de Investigación Operativa clásicamente tra-
tados en ambiente aleatorio de leyes de probabilidad conocida.

En procesos de decisión polietápicos tales como los markovianos es-
tudiados por programación dinámica por Bellman, Howard, Blackwell,
etcétera, se lia comenzado a introducir este punto de vista de tener en
cuenta la ganancia de información conseguida durante el desarrollo del
proceso y su coste. Tal punto de vista conduce a los llamados procesos
ndaptivos unipersonales o bipersonales.

7. Procesos polietápicos

Volviendo a la forma extensiva de los problemas de decisión, distin-
guiremos :

1.° El conjunto R de cursos de desarrollo o consecuencias rk, cada
uno de cuyos elementos es una sucesión posible de acciones y resulta-
dos, que se pueden presentar en la evolución del juego.

2.° El conjunto A de cursos de acción descriptivos A,, en que se
entiende por tal el conjunto de acciones dentro de un curso de desarrollo.

3.° El conjunto O de cursos de resultados O¡ representa las partes
de una consecuencia que no son acciones del decisor, sino cosas que
le pueden suceder por intervención del ambiente, es decir, la acción de
factores que no controla el decisor.

4.° El conjunto S de estrategias S¡ o planes de acción admisibles.
En virtud de esto una consecuencia rk es un par formado por un

curso de acción y un curso de resultados rk •= (A¡, O¡).
Corrientemente se representan las acciones y resultados por varia-

bles. Convendremos en que, fijada una estrategia S¡, para cada decisor,
J¡ se puede presentar un solo valor de la variable X y para los dis-
tintos valores de .r es :

Debemos considerar variables de acción y variables de resultado.
En el ejemplo tenemos :

X, = ei; e2.
X, = m, n, p, q, r.
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X3 = A, B.
X 4 = Je, y, s.

X,, X3 son variables de acción.
X2, X4 son variables de resultado.

Se pueden considerar también variables mixtas como X, x X2.
Se verifica desde luego que E c A x O, ya que todo curso de desa-

rrollo es un par (A¡, O;). Si r es el número de consecuencias, m el de
cursos de acción y n el de resultados, se tiene:

m < r n < r r < m . n.

De un modo especial estudiaremos aquí el caso de procesos polietá-
picos en que en cada etapa hay una intervención de cada uno de los juga-
dores y una intervención del azar. Si designamos por X¡, X,*, Y, las-
variables que representan respectivamente las acciones del primer ju-
gador, del segundo y el resultado del azar, tendremos en tal caso:

R = Xx.x X*x Yx<x X2 x X2* x Y2 x ... x Xn x X*n x Y».



CAP í TUL o II

TEORÍAS DE LA UTILIDAD

1. Conjuntos fundamentales en un problema de decisión

Si para fijar las ideas consideramos el modelo II,

31
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• . . r2

[1]

• rkn

de decisión unipersonal en ambiente aleatorio, vemos que tenemos fun-
damentalmente tres conjuntos:

1) Conjunto G de condiciones o estados de la Naturaleza e¡.
2) Conjunto £R de consecuencias rt¡.
3) Conjunto 31 de acciones s¡.
Elegida st tenemos una aplicación de & en ÍR, es decir, r¡¡ = r (s¡, e¡)

y el problema es elegir s¡ de modo que se obtenga una consecuencia óp-
tima.

Precisar esto implica establecer alguna medida o al menos alguna
estructura en dichos conjuntos.

Las tres nociones intuitivas que son el punto de partida para el es-
tudio científico de estos conjuntos son:

Fara el conjunto & la noción de incertidumbre, que conduce al con-
cepto de probabilidad. Para el conjunto ffí de acciones la noción de
preferencia que conduce al concepto de orden. Para el conjunto áR de
consecuencias la noción de valor que conduce al concepto de utilidad.

Se puede observar que es anterior el orden en 91 que el orden en ZK.;
pero no hay que olvidar que lo que se elige son las acciones (si bien es
por los resultados a que pueden dar lugar).
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Distintos autores han adoptado diferentes situaciones de partida para
construir modelos y teorías, que sería largo analizar con detalle.

Piénsese en las muy diversas teorías conocidas de la probabilidad y
la posibilidad de combinar algunas de ellas con diversas estructuras po-
sibles para el conjunto UL y para el £R, y se tiene una idea del gran
número de modelos teóricamente posibles incluso en situaciones bien
simples.

2. Medidas de eficiencia

Se comprende el interés que para la resolución de un problema de
decisión tiene el llegar a una valoración numérica objetiva de los dis-
tintos cursos de desarrollo posibles del proceso.

En muchas situaciones reales cabe considerar para ello los concep-
tos de coste o gasto y salida o respuesta.

Coste o gasto es el conjunto de recursos que son consumidos en
poner en práctica un curso de acción (dinero, horas de trabajo, etc.).

La salida o respuesta es el conjunto de recursos que resultan de to-
mar un curso de acción, o de las características psicológicas o socioló-
gicas del estado resultante. P. e., podemos hablar del dinero obtenido,
del material producido, del tiempo ahorrado, etc.

Una medida de eficiencia en el caso más general de coste variable
y respuesta variable es :

Beneficio = Respuesta — Coste.

Podemos decir que asociando estas medidas a la esperanza matemá-
tica la teoría tradicional de la decisión introduce una importante canti-
dad de modelos de interés. Pero hay muchos problemas importantes de
programación o decisión en que no es fácilmente aplicable una valora-
ción económica numérica de las consecuencias de la decisión o en que
tal valoración puede resultar de una simplificación excesiva del proble-
ma. Tal es el caso, cuando lo que se trata es de tener en cuenta las con-
secuencias de una decisión que se traduce en prestigio o buena fama. O
en el caso de un problema militar, lo que se llama el «valor militar» de
unas instalaciones o de una victoria. En todos estos casos no es aplica-
ble la llamada «teoría tradicional de la decisión», y se impone el nuevo
punto de vista que podríamos llamar «teoría personalista o moderna»
de la decisión, cuyo instrumento fundamental es el concepto de «valor
relativo» o «utilidad». Tal concepto resulta necesario también, como
veremos, en los problemas de decisión en ambiente aleatorio en que,
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aun siendo posible una valoración en términos monetarios de las conse-
cuencias, la importancia de éstas y la no reiterabilidad de la situación
hace inaplicable el criterio de la esperanza matemática. En estos pro-
blemas la idea es reducir, mediante la llamada función de utilidad o va-
lor relativo, el problema de decisión subjetiva o no numérica a un pro-
blema de decisión objetiva.

La idea directriz para la introducción de la utilidad es reducir la com-
paración de situaciones de decisión complicadas a la comparación de
otras más simples a las cuales es fácil aplicar la intuición directa sin pe-
ligro de equivocación.

Es decir, se regula el comportamiento del decisor asignándole un
«comportamiento racional», esto es, que sus decisiones son compatibles
con un cierto número de axiomas o reglas que consideramos natural
admitir.

Tales axiomas definen una estructura de orden en el espacio de ac-
ciones que induce otra en el espacio de consecuencias.

El objetivo es entonces definir en el espacio de consecuencias una
función llamada utilidad, de valores reales, que conserva el orden esta-
blecido y se adapta a la estructura supuesta para el espacio.

Aquí vamos a considerar algunos tipos de situaciones y los concep-
tos de utilidad que vienen asociados de modo natural a ellas.

3. Orden de preferencia y función de utilidad

Sea R un conjunto de puntos x, y, ... (p. e. x = un SEAT 600,
y = un piso de 100 m2, ...).

Una relación definida en R se llama un orden parcial de preferencia
o indiferencia y se denota por >̂  si verifica las dos propiedades:

a) Transitiva si x > y, y >^ z, es x ^ c.

b) Reflexiva, x > x.

El orden es completo si c), para todo par x, y de R se verifica x >- y
o bien y >• x o ambas.

Si hay elementos para los que no se verifica x >- y ni y > x, x no
es comparable a y, el orden no es completo. • •

Decimos que x >- y (x es preferido a y si es x >̂  y, y no es y >̂  x).

Decimos qué x ~ y (x es indiferente a y) si- x >- y y además y >- x.

El orden es puro si d) x -~ y sólo se verifica para x = y.
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Tenemos, pues, este esquema:

Orden parcial (a), (¿>)
/ \

Orden / \ Orden
parcial completo
puro (a), (b), (c)
(a), (*), (d) \ /

\ /
Orden puro completo

(a), (b), (c), (d)

Sea X un conjunto parcialmente ordenado. Sea A c X ; un punto
x € A se dice máximo de A si para todo y € A es x >• y.

Un punto x 6 A se dice maximal si no existe y tal que y y x. Na-
turalmente, x puede ser maximal y haber elementos y no compara-
bles a x.

Sea el conjunto A definido en el plano (x-¡, x2) por las relaciones
-ir, + x2 < 1,

0,

Dados

x =

0.

x' = (-r

definimos x >- x' si -i\> •*'1 y -i% > x'2. Con esta definición los puntos
del segmento xx + x2 = 1 son maximales, ya que si se aumenta xl se
disminuye x2. En cambio, no hay máximo.

Si el orden es completo ambos conceptos coinciden.
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Una función real u en X representa el orden si para todo .r, y € X:

x y y implica u (.r) > u (y)
x -^ y id. u (x) = u (y).

La representación es fiel si .r >- si y sólo si u (x) > u (y).
Se demuestra que cada representación de un orden completo es fiel,

y recíprocamente.
Una representación de un orden incompleto puede no ser fiel. Si

u (x) > M (y), x e y pueden ser incomparables.
Una función de utilidad u es una función definida en un espacio en

que se introduce una relación de preferencia que es una representación
(no necesariamente fiel) de este orden y que se ajusta a la estructura
especial de dicho espacio.

De un modo muy general se puede presentar ahora el problema de
decisión en la forma siguiente: Sea X un conjunto de consecuencias
en el que se ha establecido un orden, y sea A un conjunto parcial de X ;
se trata de determinar una función numérica u que represente el orden
y buscar el máximo de ella en A.

4. Utilidad en ambiente aleatorio

Sin utilizar la paradoja de San Petersburgo se pueden dar ejemplos
sencillos en que no parece plausible el criterio de la esperanza mate-
mática.

Si
A es ganar 10.106 ptas.
B es perder 2.106 ptas.
C es ganar 4.10° ptas.

el criterio de la esperanza matemática nos da

E[A, B; i, | ] = 4.306 E [C ; 1] = 4.106

luego sería indiferente [A, B ; | , ¡ ] a C , lo que parece que muchas per-
sonas no considerarían aceptable.

Las críticas más comunes al criterio de la esperanza matemática son:
a) Identificar el posible resultado de una cierta acción en una sola par-
tida con el resultado promedio si esta acción se repite en sucesivas par-
tidas, b) No tener en cuenta la situación económica del que decide y,



- 28 —

por tanto, prescindir del riesgo al identificar la cantidad ganada en una
partida.

Volviendo a la situación esquematizada por la matriz [1], estable-
ceremos un sistema de axiomas tales que admitirlos implica definir un
operador de utilidad de las perspectivas aleatorias o distribuciones que
pueden formarse con los elementos de la matriz, de modo que si el indi-
viduo regula su comportamiento por los valores de tal operador, está
actuando de acuerdo con el orden fijado por los axiomas admitidos.

Vamos a llamar a los elementos de la matriz A, B, C, ... y vamos a
definir sobre este conjunto O el conjunto S de todas las perspectivas
aleatorias \ posibles. Es decir, si

5 = (A, B, C, ...;/>,, p2, ...)

el individuo sabe que elegir í significa sortear para obtener A con pro-
babilidad plt B con probalidad p2, etc.

En particular, el conjunto S contiene distribuciones como

E = (A, B, ...; 1, 0, ...)

que significa obtener el resultado A con seguridad.
Este conjunto S es lo que se llama un conjunto de mixtura, es decir,

tal que si es ; 6 S ; y\ € S también (%, TJ ; fi, (1 — ¡i)) para todo [i, tal
que 0 < ¡x < 1.

. A fin de hacer una construcción axiomática se introduce el concepto
de conjunto de mixtura en la siguiente forma:

Un conjunto de mixtura es un conjunto S de elementos \, t\, ... lla-
mados perspectivas aleatorias, que verifican los siguientes axiomas de
operación:

1) Para cada par \, v¡ y para todo número real p (0 < p < 1) la
mixtura (£, T¡ ; p, 1 •— />), que designaremos brevemente por (I p ?)), es
un elemento de S definido unívocamente.

2) ( í ^ ) = to(l —Í)E).

3) GphrQ)

4) ?/>? = ;•
5) Si ? p ; = v; p í para algún p > 0, es % = -/j.

Hay que observar que estos postulados de comportamiento psicoló-
gico no son admitidos por toda persona, aunque algunos parezcan evi-
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dentes. P. e., uno de los más triviales parece el siguiente: Si A y B son
dos elementos del conjunto el (A p B) es único. Sin embargo, hay per-
sonas que, según la manera de presentar una perspectiva aleatoria, la
consideran distinta, aunque p sea igual. Supongamos una situación que
consiste en acertar uno entre dos números dados diciendo un número
y otra que consiste en acertar uno entre 20 números dados diciendo 10
números. La experiencia demuestra que hay personas que no conside-
ran equivalentes ambas situaciones. De ahí la necesidad de enunciar
tales axiomas.

A estos axiomas se añaden los siguientes, que convierten el espacio
de mixtura en un espacio de utilidad:

1. (De ordenación completa). S es completamente ordenado por la
relación >- .

2. (De continuidad o de Arquímedes). Si \ >- y¡ >- ? existe p tal que

3. (De sustitución). Si \ ~ £ para cualquier i\ es I i 'i ~ S J t\ (3).
Se demuestra entonces que existe un operador U de valores rea-

les que:

1) Conserva el orden, es decir, que si \ >- T, es U [?] > U{-r|].
2) Es lineal:

Se demuestra además que tal operador queda definido salvo una trans-
formación lineal.

Un elemento \ de S se dice puro o perspectiva pura, si no existen
en S otros dos y¡, £ tales que ?~(-/)/>í).

Un conjunto M de perspectivas pitras de S se dice que son genera-
dores de S si todo elemento de S es una mixtura de elementos de M.

Si partimos de unos resultados seguros A, B ... y formamos el es-
pacio de mixtura engendrado por ellos, y llamamos w(A) = U[¡;A],
siendo ?A = (A, B, ... ; 1, 0, ...) tendremos como consecuencia de los
axiomas:

U f A, B, . . . ; ptp, ...] = U [£A £„ . . .,pupt, . . . ] =
= A U [(5A)] + A U [&)J 4- • • • = A w (A) -t Pt ™ (B) 4- • • •

Vemos, pues, que este operador es la esperanza matemática de la

(3) En la forma debida a HERNSTEIN y MILNOR: An ajciomatic approach to measu-
rable utility, «Econométrica», 1953.
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función 7C (A). La función w (A) viene asociada al individuo y a la si-
tuación enfrentada por él, y es

U[5] = E[w(5)].

Establecido el funcional

es inmediata la resolución del problema de óptimo planteado por la ma-
triz [1], A cada fila corresponde una esperanza de utilidad y se elegirá
aquella acción a, que dé máxima esperanza de utilidad.

5. Especialización de la teoría de Von Neumann

Vamos a especializar la teoría de Von Neumann al caso en que los"
elementos de la matriz de decisión aparezcan en forma de valores mo-
netarios.

Supongamos, p. e., que el coste de preparar tin proyecto es 100.000'
pesetas, y que como consecuencia de su presentación hay una probabi-
lidad 0,5 de obtener un contrato que permite ganar 350.000 pesetas.
Tenemos la matriz:

obtiene no obtiene
contrato contrato

j , (se presenta) 250.000 — 100.000
s3 (no se presenta) 0 0

Guiándonos por el criterio de la esperanza matemática del valor mo-
netario, tendremos

R,, = 0,ñ X 250.000 — 0,5 X 100.000 = 75.090

Guiándonos por este criterio nos presentaríamos al concurso; pero-
si perder 100.000 pts. puede dar lugar a una quiebra, no parece aconse-
jable tal comportamiento.
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Ante una situación tan simple como ésta, está claro que el valor mo-
netario esperado no es guía de acción válida. Lo que se trata es de ver
si parece razonable a un individuo aceptar una pérdida de 100.000 pese-
tas con p = 0,5, contra una posible ganancia de 250.000 pts. con p = 0,5.

No parece que, ante una situación tan simple, haya otra posibilidad
que la preferencia personal. Lo que trataremos ahora es de ver cómo la
teoría de la utilidad puede dar una guía para el comportamiento ante
situaciones complejas a partir del comportamiento ante situaciones sim-
ples como la anterior. Por ejemplo, si un individuo considera inacepta-
ble la anterior perpectiva:

(250.000, — 100.000 ; i, i)

también debe considerar inaceptable la siguiente, que es peor:

(250.000, 200.000, 100.000, —10(1.000; 0,2, 0,2, 0,1, 0,5).

Tratamos ahora, mediante los axiomas de comportamiento racional,
de sistematizar el paso de situaciones simples a situaciones complejas
para poder comparar éstas.

Suponemos, para concretar, que el individuo se enfrenta con situa-
ciones aleatorias cuyas consecuencias se encuentran entre dos valores
extremos, p. e. :

r, = 1.000.000 pts.

y
r2 = — 1.000.000 pts.

Establecemos una serie de perspectivas típicas en que aparecen dichas
dos consecuencias con probabilidades ^ y 1 — -, y pedimos al individuo
que fije la cantidad segura que considera indiferente a dicha perspectiva
aleatoria (4). Con esto formamos una tabla:

(r, , r2; ~, 1 — r) ~ r
(106, — 106; 1, 0 ) ~ 10°
(106, — 106; 4/5, 1/5) ~ 3.10*

(lO6, — 106; - - , —) ~ — 4.105

\ 2 2 /

(IO«, — 106; 0, 1 ) ~ — 106

(4) Aquí se admite el postulado de continuidad o de Arquímedes.
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la cual nos da una correspondencia biunívoca:

U(106) = U(106) X 1 1 106

U (3.10*) = U (106) X — 4/5 3.10*
5

U (— 4.105) = U (106) X 1/2 í/2 — 4.106

U(—10°) = U(10'i)XO 0 — 106

Dadas ahora dos perspectivas aleatorias como, p. e.,

4 _4X1O5 - 1 0 « ü - i
' 2 ' 6 ' 6 ' 6

4 4. V 1fl5 1 O6 —

la comparación entre ambas se puede realizar, sustituyendo cada ele-
mento monetario por la perspectiva aleatoria indiferente dada por la
tabla (postulados de sustitución y de operaciones).

Es decir,

0 , 1 0 , , ) . . . ; , , .
5 5 / 2 6

= flO«, —108;— . i + l . ± + l . l + l . o 1 • 0 + — •—
L 2 6 5 6 2 6 2 65

6 2 6 J L 60 60 J

+ + + 1 [ 1 0 ) l 0 ;
3 5 6 2 6 J L 60 60

De este modo aparece claro que \ y i\, ya que 43/60 > 41/60.
Como se ve, en definitiva la composición de perspectivas complejas

se ha reducido a comparar las dos perspectivas mediante las esperanzas
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matemáticas de las utilidades, tomando como utilidades los valores w
que corresponden a las cantidades seguras r dadas en la tabla.

Si hacemos una representación gráfica de la tabla (-x, r) tendremos
una curva como ia A, que naturalmente varía de unos individuos a otros.
En particular, la curva A sería la de un individuo pesimista (5) que tiene
oposición al azar o no quiere riesgos, y la B la de un individuo optimis-
ta que siente atracción al azar. La C es la del individuo en que no influye
el riesgo ni positiva ni negativamente.

- 1 0 -5.10

Se ve, pues, que una vez establecida la curva de utilidad se tiene un
instrumento básico que resume en conjunto la actitud del individuo ante
•situaciones simples que implican simultáneamente beneficio o pérdida con
azar. Tal instrumento permite la comparación de situaciones aleatorias
complejas mediante la reducción de las mismas a situaciones más simples
y en definitiva mediante la comparación de sus esperanzas matemáticas
•de utilidad.

€. Función de utilidad en ambiente conocido con certidumbre

Si consideramos el caso de una situación conocida con certidumbre,
es decir, en que se sabe con seguridad cuál es la condición o estado de
la naturaleza, el problema en el caso de un conjunto finito X es trivial.

(5) Pues al aumentar la cantidad en un cierto incremento h a partir de un punto
aumenta menos la utilidad que lo que disminuye al incrementar — h.
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Debreu ha considerado una situación mucho más general en que el con-
junto R de consecuencias es un espacio completamente ordenado, sepa-
rable y conexo. De éste es un caso particular el clásico, considerado en
Economía, en que las consecuencias r son complejos n-dimensionales
de bienes y R es un subconjunto de un espacio euclídeo finito (G).

Se supone que el individuo tiene un comportamiento racional regu-
lado por los siguientes axiomas:

I (de ordenación completa). El conjunto R de consecuencias es com-
pletamente ordenado por la relación ^ .

II (de continuidad). Si An € R y K~<^B y lím An = A € R es A ^ B.
Sí An € R, B ^ An y lím An = A € R es B < A. ~~
Se demuestra entonces, siguiendo a Debreu, que existe una función

real continua v (.4) que conserva el orden establecido por el individuo.
Es decir, que si el individuo compara dos elementos A, B mediante los
valores numéricos v (A) y v (B), está actuando de acuerdo con sus sis-
tema de preferencia (7).

(0) DiiERicu, Representation of prcjercnce ordcring by a mtmcrical fuiíction, en
Thrall, Coombs and Davies, Decisions Processes (N. Y., 19'A).

(7) Debreu ha dado un contraejemplo que prueba, ya en el clásico caso de com-
plejos de bienes, la necesidad de imponer algunas restricciones al conjunto en el que
se establecen las preferencias. Para esto considera el orden 'exicográfico en el plano,
definiendo:

(o', b') > (a. b)

a' }> a, o bien si a' — a y b' ^> b.
Supongamos que existe una función

a (a. b)

(s,b) $

real que conserva el orden. Sea

y definamos para un mismo a

(a) = a (a, 6J
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Se observa que la función de utilidad, además de conservar el orden,,
refleja en su propiedad de continuidad la estructura del espacio en que
se ha definido el orden.

Se demuestra además que la función de utilidad es única salvo una
función monótona, es decir, que si 7> (A) y ZL< (a) son dos funciones de
utilidad es w = g (v), siendo g una función monótona estrictamente
creciente.

Introducida la función v (A) el problema de óptimo, dada la matriz
[1'] de consecuencias r¡ = r (S¡), es inmediato, ya que se trata de deter-
minar el máximo de la llamada junción de pago:

v (r (S,))

obtenida al aplicar la función de utilidad a la función consecuencia. Su
dificultad matemática puede ser mayor o menor según la complicación
de esta función y las restricciones del conjunto S¡. Dentro de este tipo-
entran los problemas de programación lineal, cuadrática, convexa, etc.

Es interesante observar que la relación que existe entre las nociones-
de utilidad de Debreu y V. Neumann, que en el caso de un número fini-
to de resultados básicos (matriz finita) (discontinua) es trivial, no es \o
mismo en el caso continuo.

Sería interesante estudiar este problema de un modo general.

7. Generalizaciones

Hemos visto hasta aquí dos conceptos de utilidad. En ambos hay tur
conjunto completamente ordenado y una estructura de éste, que en el
caso de Debreu es la de espacio topológico, a la que corresponde la con-

A dos números a < a' corresponden a, ("')> *» (<*')• >' s e tiene:

a, (<0 < a2 (a) < a, (<O < a2 (a')-

' Así corresponderían a dos puntos distintos, dos intervalos disjuntos no degene-
rados

[«, (")• a2 (a)] ; [a, (»'), a2 (a')].

Tendríamos una correspondencia entre el conjunto de números reales (no numera-
ble) y un conjunto de intervalos disjuntos no degenerados (necesariamente numerable),,
lo que e? imposible.
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"t.inuidad de ti, y en el caso de Von Neumann es la estructura de espacio
•de mixtura a la que corresponde la propiedad de utilidad esperada.

Una generalización de la teoría de Von Neumann al caso en que se
prescinda del axioma de Arquímedes, ha sido realizada por Haussner (8)
con el nombre de utilidad miútidimensional. El axioma de continuidad,
que permite relacionar todos los elementos seguros con los extremos,
no resulta satisfactorio en algunos problemas. P. e., en una situación
militar se puede considerar, p. e., prioridad a ganar la guerra, en se-
gundo lugar conservar soldados, en tercer lugar conservar instalacio-
nes. Esto podría describirse por una utilidad tridimensional.

Una extensión diferente es la hecha por Aumann (9), suponiendo en
vez de orden completo orden parcial en el espacio de consecuencias. Se-
ría interesante establecer una relación entre ambas generalizaciones, así
como explorar la debilitación o supresión de otros axiomas como, por
ejemplo, el de sustitución.

También es un campo interesante a explorar el estudio de juegos
asignando a los jugadores estos conceptos de utilidad más amplios que
•el de Von Neumann e incluso distintos conceptos a cada jugador.

Otro tipo de función de utilidad estudiado especialmente por
Aumann (10) es el caso en que X es un semigrupo abeliano, en que se
lia definido una adición conmutativa y asociativa. Entonces U es un
homomorfismo u (.r + y) = u (x) + u (y).

Este tipo de utilidad ha encontrado su aplicación natural en proble-
mas de asignación que conducen a una programación lineal en números
enteros.

En los problemas reales se ha de emplear, como es natural, el espa-
cio y la noción de utilidad apropiados.

Es interesante en relación con esto considerar el problema de deci-
sión frente a la naturaleza con incertidumbre total.

Ciertas discusiones pueden evitarse considerando diversas maneras de
plantear el problema: 1.°) La clásica, admitiendo que es conocida la
utilidad de Von Neumann para los resultados que figuran en la matriz,
lo cual tiene sentido si tiene sentido hablar de distribución de proba-
bilidad de los estados de la Naturaleza. Tal caso ha sido considerado

(S) Multidimcnsioiial ntW.t'tcs, en Thrall, Coombs and Davis, Decission Processes,
Jolm Wiley, 19Ó4.

(Q) üiüiiy iheory z^lihz::: ;.':? comHetencss axiom. «Econométrica». vol. 3 , p. 445.
(10) Assigning quantUat'fe valúes to qualitative jactors in the naval electronics

problem («Naval Res. Logistic Quarterlyj, t. 6, 1-1C) y también Subjective programing
<en «Human Judgments and Optimality», de M. W. Shelly y G. L. Bryan, 1964, p. 217).


