"‘vi‘,
o

MEMORIAS

L

REAL ACADEMIA DE CIENCIAS

EXACTAS, FISICAS Y NATURALES

SERIE DE CIENCIAS EXACTAS

TOMO VIL.-—-MEMORIA NUM. 1




MEMORIAS

DE LA

REAL ACADEMIA DB CIENCIAS

EXACTAS, FISICAS Y NATURALES

MADRID

SERIE DE CIENCIAS EXACTAS
TOMO VI.—MEMORIA NUM. 1

Procesos dindmicos de decisidn
en concurrencia

POR

SIXTO RIOS GARCIA

ACADEMICO NUMERARIO

MADRID
DOMICILIO DE LA ACADEMIA:
VALVERDE, 22. ~TELEFONO 221-25-29
1967



ES PROPIEDAD DE LA REAL ACADEMIA DE CJENCIAS

EXACTAS, FISICAS Y WATURALES DE MADRID

Depésito Legal M. 19.956 - 1967

Talleres Graficos Vda. de C. Bermejo.—J. Garcia Moratd. 122. —Teléf. 233 06 19A.—Madrici



1. INTRODUCCION (*)

El hombre toma continuamente decisiones mas o menos importan-
tes y a lo largo de su vida se perfecciona en tal arte. Hace unos veinti-
cinco afios ha comenzado a enfocarse de un modo cientifico el proble-
ma de la toma de decisiones en campos tan diversos como el econd-
mico, militar, tecnolégico, politico, social, etc.

Nuevas ideas y ramas de la Ciencia matematica han crecido por el
estimulo ‘de tales problemas y en estos Gltimos afios han aparecido ya
extensos tratados de teoria de juegos, programacién matematica, teo-
ria de colas, teoria de la informacién, etc, Sobre ellos se han cons-
truido nuevas disciplinas aplicadas que llevan los nombres de Investi-
gacién Operativa, Ciencia de la direccion y control, Analisis de sistemas,
etcétera. Todas -ellas giran alrededor del problema tipico de decision:
analizar cientificamente varios cursos de accidon posibles para determi-
nar’ el éptimo. ' ’

‘De un modo genérico podemos decir que el arma fundamental de
ataque a estos problemas es la formacion de modelos matematicos apro-
piados. Un modelo es una imagen simplificada de la situacién real en
que las relaciones empiricas se traducen en relaciones matematicas o 16-
gicas entre los entes Gue se introducen en el modelo.

La idea de estudiar la realidad por modelos matemiticos proviene
de la Fisica clasica; pero tales modelos deterministas, en que las téc-
nicas matematicas de solucién, eran las ecuaciones diferenciales y en
derivadas parciales, tienen escasa utilidad en los nuevos campos, en que
los factores humanos implican una fuerte variabilidad e incertidumbre
en los datos. Por ello se hacen necesarias las nuevas ideas de la teoria
de la probabilidad, los procesos estocasticos y los procesos de decisién
que triunfan y se imponen con notorio éxito. Asi los ingenieros utilizan
la teoria de colas y de inventarios para la mejora de los problemas de
produccién en sus empresas, los sicélogos emplean en sus trabajos los
modelos de aprendizaje y los procesos estocisticos, los economistas uti-

(*) Trabajo realizado con la «Ayuda March» de Matematicas, afio 1964.
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lizan la programacién matematica y modelos de juegos para establecer
las relaciones entre consumo, produccidén y precios en una economia
competitiva, los militares utilizan los métodos de simulaciéon para per-
feccionar cientificamente las aplicaciones clasicas de los juegos de gue-
rra, etc. ' ‘ ‘

A pesar de los esfuerzos realizados por elevado nimero de cientifi-
cos, parece excesivo tener hoy la pretension de construir una teoria ge-
neral de las decisiones que sea 1til en todos los campos (econdmico, mi-
litar, judicial, etc.) en que el hombre necesita tomar a diario decisiones.
Ante la dificultad de una tal teoria general, que permitiria unificar los.
principales esfuerzos realizados en el estudio cieatifico de la decisién,.
nos hemos asignado un objetivo mas concreto, consistente en la elabo-
racién de una sintesis de conceptos, que permita abarcar-el panorama
actual de la teoria de procesos de decisién con vistas principalmente a:
sus aplicaciones a la Investigacion Operativa, instrumento poderoso en
el desarrolio moderno de la teoria econémica y de la ciencia de la ges-
tiéon de empresas. Hemos proseguido este camino hasta llegar a nuevos.
modelos, que denominamos procesos de decisidén polietipicos en concu--
rrencia, que constituyen el fundamento de nuevas aplicaciones de inte-.
rés practico.

En resumen, podemos decir que no nos hemos propuesto hacer una.
exposicién enciclopédica, sino un trabajo de depuracién y sintesis clara.
de la teoria de la decisién asociado a la creacién de nuevos modelos.
que consideramos ftiles en el progreso de la Investigacién Operdtiva.



CAPITULO PRIMERO

CONCEPTOS Y CLASIFICACION DE PROCESOS
DE DECISION

1. Elementos de un problema de decisién

En el esquema minimo de un problema de dectsién se ha de consi-
- derar: ‘

a) Un decisor que esta interesado en el problema.

“b) Un ambiente o contexto de la situacidén o conjunto de factores
no controlados por el decisor, que pueden tener influencia sobre el re-
sultado final o consecuencia.

¢} Dos o mas acciones posibles al decisor.
d) Una preferencia de objetivos por parte del decisor.

Decisor Acciones
‘posibles | l
Consecuencias .
. —> | Preferencias
posibles :
Estados T

Ambiente |— del ambiente o

Esta situacion de minima complejidad puede complicarse de varios
modos. '

A) Niimero de decisores

Una decision puede ser tnica, pero puede ser tomada: 1) por un
solo individuo ; 2) puede ser el resultado de la actuacién de » individuos
(comité, consejo de administracidén, parlamento, etc.); 3) puede ser el
resultado de la actuacién de un gran nimero de individuos (regiom,



.pais, etc.). Muchas veces a los efectos de las consecuencias la decision
.de un comité tiene el mismo caricter unipersonal que la decisién de
aun director.

B) Contexto de una situacion de decision

Consideraremos:

‘1)  Awmbiente de certidumbre.

Cada accién conduce invariablemente a un resultado bien definido.
‘En la préictica ésta es siempre una hipétesis aproximada, y si se quiere
-obtener un modelo mas ajustado a la realidad hay que considerar:

2) Ambiente de riesgo.

Cada decision puede dar lugar a una serie de consecuencias con una
-distribucién de probabilidad conocida para el decisor. P. e.,.la cantidad
de agua que recogeri el afio préximo una presa es una variable aleato-
ria de ley conocida a través de los estudios meteorolégicos.

8) Ambiente de incertidumnbre.

Cada decision puede dar lugar a una serie- de consecuencias y no
tiene sentido hablar de la ley -de probabilidad, o tal ley es desconocida.
Tal es el caso en que los distintos estados se producen como consecuen-
-cla de un hecho aislado imprevisible, p. e., un nuevo descubrimiento
-cientifico, una guerra, etc. :

4) Aun se puede considerar el caso de ley de probabilidad parcial-
mente conocida y cuyo conocimiento puede mejorarse por experimentos
planeados adecnadamente (teoria de Wald, procesos secuenciales y adap-
‘tivos).

C) Situacion en concurrencia

Los resuitados son las consecuencias de las acciones de dos o mas
-individuos con intereses total o parcialmente contrapuestos. Como sub-
‘casos consideramos: 1) no hay concurrencia’; 2) dos individucs; 3) n
‘individuos ; 4) ntmero grande de individuos.
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D) Objetivos

1) Bien conocidos y definidos.
2) Imperfectamente conocidos.

E) Duracién del proceso.

1) Una etapa.

2) n etapas.

3) Infinitas etapas.

Si representamos por un complejo con cinco componentes numéri-
«cas correspondientes a las letras A), B), C), D) y E) vemos que hemos
‘hecho una clasificacién con 8 x 4 x 4:x 2 x 3 = 288 tipos posibles de
situaciones, que no tiene otro objeto que dar una idea de la riqueza y
diversidad de problemas planteados.. La gran mayoria de problemas
tratados por programacién lineal, cuadritica, etc., se encuentra en las
categorias (1,1, 1,1,1). Muchos problemas de inventario estin en
1,2,1,1, 2).

Pero es evidente que muchas categorias de problemas apenas han
sido tratados a pesar de su importancia practica.

Por el caricter ‘de sintesis de esta exposicién no trataremos de hacer
un desarrollo exhaustivo de modelos, sino mas hien fijarnos en algunos
mas fundamentales.

Como objetivo final, estudiaremos de un modo especial los procesos
que Hamamos de ‘decisidn polictapicos o secucncial en concurrencia. En
ellos s¢ consideran n etapas y al comienzo de cada una de ellas dos
adversarios toman decisiones.” Ellas y el azar influyen en el curso del
desarrollo del proceso, y el objetivo final para uno y otro participante
es buscar el optimo.

Se podrian clasificar como (1, 2, 2, 1, 2) 0 (1, 2, 2, 1, 3).

2. Aspectos normativo y descriptivo

Se suele decir que resolver-un problema de decision es tomar la
mejor decisién posible. Ahora bien, ;qué es la solucién «mejorn u «op-
tima» a un problema? Para esto hemos de determinar la eleccién que
el decisor deberia hacer, que no es necesariamente la misma que co-
rrientemente se hace.
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Vemos aqui el doble aspecto normativo y descriptivo de la teoria de
la decisién. ‘

Nosotros nos ocupamos aqui del primero, que es el que corresponde
a una teoria matematica. Observemos que no se trata de dar normas
de decisién en un sentido absoluto, sino condicionadas a ciertos fines
u objetivos generales, supuestos «a priorin en forma de postulados sen-
cillos.

Indiquemos de paso que un gran nimero de ensay;os se han hecho
recientemente para estudiar el comportamiento humano en situaciones
de eleccidn.

P. e., el libro de Davidson, Suppes y Siegel estudia la medida de
probabilidades subjetivas y utilidad. Todos estos trabajos tratan de des-
cribir ¢cémo los individuos toman decisiones mas que cémo deben to-
marlas. Otro aspecto de estos estudios es contrastar mediante la expe-
riencia una teoria normativa, es decir, que si un individuo se comporta
de acuerdo con unos ciertos postulados, cuil debe ser el resultado de
sus decisiones. Todas estas experiencias tienen el caricter de «labora-

torion v esto es, sin duda, un inconveniente para su aplicacién a la rea- -
lidad. ’ ‘

3. Ejemplos

Vamos a dar algn ejemplo de situacién de decisién en que inter-
vienen dos personas v el azar, como punto de partida para introducir
algunos conceptos como accidn, resultado, estrategia, etc.

Suponemos dos decisores: J, v J,. El J, puede realizar la accién e,
o la e, Interviene el asar y se pueden obtener, en el primer caso, los
resultados m, n, p y en el segundo los ¢, r. El individuo J, conoce los
resultados citados y puede realizar la accidn A o la B: después de esto
interviene el azar y se obtienen los resultados #, y, 2. Puede decirse
que la sucesién de acciones de los jugadores y el azar dan lugar a resul-
tados parciales y finales, y que cada partida o curso de desarrollo posible
del juego conduce a una consecuencia. En nuestro caso tendriamos 30 -
consecuencias r,, r,, ..., 7. ’

Este proceso de decisién se puede representar graficamente por un
drbol que parte de un punto principal J,, que representa la situacién
inicial del individuo J,, que puede elegir entre las acciones ¢, y ¢,, cada
una de las cuales se representa por un segmento. Del extremo de e,
salen tres segmentos, que representan los resultados debidos al azar
m, n, p. Del ¢, salen anilogamente dos segmentos ¢, r. Del extremo
de m salen A y B, que representan las dos acciones posibles de J,. Del
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extremo de A salen tres segmentos &, ¥, 2, etc. El segmento & termina
en un punto que se considera como punto final de trayectoria o con-
secuencia. . ' '

El mismo tipo de esquema vale para una situacién de decision uni-
personal en que identificiramos J, y J,, ¥y en que el azdr podria conti-
nuar siendo el azar o bien intervencién de la naturaleza (ley de proba-
bilidad desconecida). '

Jl
72
7 ez
AZ AZ
. — g r
—— — L= —_—— _—
’
~/zl ) \ { \)
\ / \
A V=] 7 ; A V=3 A V=1 A V-
Az Az
xJy ) . X[y

Comio en todo estudic mateméitico hay que proceder a un estableci-
miento de conceptos claros en que basar el desarrollo posterior. Esto
prueba que la formulacién matematica del juego requiere algunos ele-
mentos mas como vamos a ver a continuacion,

Vamos, pues, siguiendo a Kuhn, a dar la formalizacién del concep-

to de juego m-personal como un ejemplo concreto de partida y refe-
rencia.

4. Juegos n-personales

Un juego n-personal es una estructura formal que regula la actua-
cién de » individuos o # jugadores J;, Js, ..., Jo y del azar J,.

Las reglas del juego establecen una sucesién de movimientos posi-
personales v
de azar
punto de decisién o un punto de sorteo, segun sea personal o de azar.

Un movimiento personal puede hacerse de diversas maneras, cada
una de las cuales es lo que llamamos accidn o eleccidn (choice).

Un movimiento de azar conduce a un resubtado parcial (outcome)
‘de entre varios posibles.

bles, que pueden ser Un movimiento (move) es, pues, un
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Una serie de movimientos por los jugadores y el azar de acuerdo
con las reglas del juego hasta terminar, es una partida (play), o curso
de desarrollo.

De un modo més preciso: las reglas de juego establecen para el
primer movimiento :

Especifican
las alternativas y
o el jugador que
/ hace la seleccion
. personal 4
si es
de azar -
\ N Especitican

N\ las alternativas y
hS la distribucién de
probabilidad con
que se hace la se-

leccidn

Para el movimiento k, las reglas especifican como funcidn de las
elecciones y resultados en los k — 1 movimientos anteriores : :

a) Si el movimiento % es personal.

b) Si el movimiento k es de azar.

En el caso a) las acciones posibles y la informacién relativa a las.
acciones y resultados de los movimientos anteriores, y en el caso b) las
alternativas y sus probabilidades de selecciéon.

Finalmente, las reglas especifican como una funcién de las acciones.
y resultados en los movimientos sucesivos la terminacion del juego, y
un conjunto R de asignaciones (no necesariamente numéricos) g (r) en
que 7 representa una de las terminaciones o consecuencias posibles del
juego. Una representacién grafica interesante de un juego es un drbol
finito con un vértice principal que, como hemos visto en el ejemplo an-
terior, permite representar las acciones alternativas que puede tomar el
jugador.

En la figura los vértices representan varias posiciones para los ju--
gadores como una consecuencia de los resultados de los movimientos..
Ningin vértice estd ocupado por més de un jugador. Cada vértice no
terminal lleva un nimero que indica el jugador a quien corresponde:
actuar cuando se llega a tal vértice, o bien un cero si es el azar el que
actia.

La nformacidn utilizable por los jugadores se especifica mediante
una particién S de los vértices en conjuntos V llamados conjuntos de
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informacion, tales que cuando se llega a un vértice v € V el jugador-
correspondiente sabe que se encuentra en el conjunto V, pero no conoce-
la posicién en que se encuentra dentro de tal conjunto V.

Se exigen a los conjuntos V las siguientes condiciones: todo v € V'
pertenece al mismo jugador, al mismo movimiento y tiene el mismo-
ntimero de alternativas.

En resumen, el concepto de juego comprende:

1) Un arbol finito con un nudo principal (que representa el primer-
movimiento del juego y el arbol describe la relacion de los otros movi-
mientos con el primero).

2) Una particién de los nudos en n + 1 conjuntos (que indican cual
de los n jugadores o el azar J, corresponde a cada nudo).

3) Una distribucién de probabilidad sobre las ramas de cada cero.

4) Un refinamiento de.la particién del jugador J, en conjuntos de-
informacién (que caracterizan para el jugador la ambigiiedad de la si-
tuacion del 4rbol ‘del juego para cada movimiento).

5) Una identificaciéon de las correspondientes ramas para cada uno-
de los movimientos en cada uno de los conjuntos de informacidn.

6) Un conjunto de consecuencias y una asignacién a cada una de
ellas. '

Hasta aqui hemos dado una definicién de la estructura de las reglas
del juego, pero no hemos hecho referencia al comportamiento de los
jugadores. Se comprende que con unas mismas reglas de juego, el
juego puede ser distinto seglin cual sea el comportamiento que asig-
nemos a los jugadores.

Para caracterizar este comportamiento supondremos que se verifican
los siguientes axiomas:

I. Cada jugador tiene un orden de preferencia respecto a los resul--
tados finales o consecuencias del juego, y este orden verifica los axio-
mas de la teoria de la utilidad, de modo que se puede definir una funcién
de utilidad (1) u (r) tal que si r, es preferido a r, es u () > u (r,), ¥
reciprocamente.

II. Cada jugador conoce perfectamente las reglas del juego y la:
la funcién de utilidad suya y las de los contrincantes, '

I11. Cada jugador trata de hacer maxima su utilidad esperada.

Una estrategia pura para un jugador es un conjunto de normas que
establecen cudl es la accién que debe realizar el jugador en cada oca-
sién que le corresponda actuar, en funcién de la informacién que tenga
de las acciones y resultados anteriores,

(1) Tl lector que no conozca estos conceptos podra encontrarlos en el capitulo II..
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Fijada una estrategia por un jugador es posible que otra persona
haga el movimiento que haria el jugador si a dicha persona le dan la
informacién sobre los movimientos anteriores.

P. e., si suponemos que a cada rama que sale de cada punto de un
conjunto de informacién, que representa un movimiento, se le asigna
un niimero 1, 2, ..., 7, en que » es el nimero de ramas, una estrategia
pura muy sencilla es tomar el 2 en cada movimiento, o bien el 1 en el
12, el 2 enel 22 el 1 en el 8.°, etc. Resulta que si el jugador ¢ tiene ¢
conjuntos de informacion diferentes: 1, 2, ..., ¢, una estrategia pura se
representa por un complejo de ¢ enteros (¥, &,, ..., &), en que x; re-
presenta la rama elegida en el movimiento j por dicho jugador. Puesto
que el niimero de ramas que puede elegir el jugador en cada conjunto
de informacion es finito, serd finito el niimero de estrategias.

Si designamos por S; la estrategia elegida por el jugador i, se puede
determinar el resultado final » o consecuencia de tal eleccién de estra-
tegias que definen perfectamente un curso de desarrollo del juego
(81) S0y +v, Sa) > 7, v tendremos para el jugador 4 la utilidad

M; (85, Sau oeny $n) = M; (7).

Si existen movimientos de azar no se obtiene una consecuencia tini-
ca, sino una distribucién de probabilidad, y si admitimos la funcién de
utilidad lineal tendremos ’

M; (5385« o+ 8 = D P (r)M; ()

en que P () es la probabilidad de obtener la consecuencia r.

De este modo hemos llegado a la forma normal del juego: en ella
cada jugador tiene exactamente un movimiento y hace su eleccién inde-
pendiente de las de los otros jugadores que desconoce. En el caso de dos
jugadores y juego de swma nula; tendremos la matriz de resultados

ri; si J, utiliza 5% y J, utiliza s2:
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kn el caso de intervencion del azar los elementos de la matriz serin
distribuciones de probabilidad.

7, es la cantidad que gana J, y pierde J, si el primero juega la estra-
tegia simple i y el segundo la j. Es bien conocido que sélo si la matriz
tiene punto de silla (punto que sea minimo de fila y maximo de colum-
na) hay una estrategia simple optima para cada jugador en sentido
minimax. En otro caso se introduce la nocién de estrategia mixta como
una distribucién de probabilidad de las estrategias simples del jugador,
y el teorema fundamental de- Von Neumann demuestra que existe un
valor del juego:

V = Min Max E (X, Y) = Max Min E (X, Y)

B4 x * e

que viene a decir que si J, adopta su estrategia optima el otro J, per-
derd mas si no adopta la suya, y analogamente si J, adopta su estrate-
gia 6ptima, J, ganard menos si no adopta la suya.

5. Modelos de decision unipersonales

En muchos casos sdlo podemos tener una idea imprecisa del com-
portamiento de otros individuos concurrentes con nosotros en una si-
tuacion de decision y no serd adecuada la teoria de juegos n-personales.
En tales casos serd preferible el tratamiento por la teoria de decision
unipersonal.

En el caso de decisiones de un individuo en ambiente aleatorio somos
conducidos por el proceso de normalizacion al siguiente esquema, que
llamaremos modelo de decisién en contexto aleatorio con leyes de pro-
babilidad conocida (modelo I):

FL Ty e T
Sy | Py Piz -+ Pim
Sa | Par P2a -+ Pon

; [1]
Se | per Prz o - Pan

es decir, a cada estrategia s; del decisor corresponde una distribucién
de probabilidad (p,y, piss -..r pin) de las consecuencias (ry, 7,, ..., 1).
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En el caso determinista tenemos el esquema mas simple (modelo 1)

.

S, — ny
S, — 7y

. 127

I

Sk —_— (9

es decir, a cada estrategia s, corresponde un resultado bien determi-
nado r; (2).

El modelo de decisiéon I no es esencialmente distinto del siguiente
modelo, que es el que mis corrientemente se denomina de decision en
ambiente aleatorio (modelo IT). .

Se supone unos estados de la Naturaleza o condiciones E,, E,, ..., E,
y unas acciones posibles para el decisor s, s,, ..., &, de modo que st
se adopta la accién s, y el estado de la Naturaleza es E;, 1a consecuen-
cia es r,;, segin indica el cuadro siguiente. Ademads, el decisor sabe que
hay unas probabilidades p,, p., ..., p» de que la Naturaleza esté en el
estade E,, ..., E,, segiin se indica en los cuadros siguientes:

E, E, ... B,

Pr P2 e Pa

51 711 fw PP rl
i (31

Sa| 7oy Toa .o Tap

Sk TRy Thy e Yin
Podemos escribir el cuadro [3] en la siguiente forma:

P4 Plo wve Fin Poy Fag wue Toy v Py Tiag our Thn

silb 1 P2 eer ps O 0O ...0 ...0 0 ...0
S0 0 ... 0 P pe eiipw o0 0O .. 0

D R I N T T I T I T T S O T A Y

sl 00 ..0 0 0 ...0 .o p Py e Pa
Se tiene asi un cuadro andlogo al del modelo I y ahora, p. e.,
Py =P [ris/s] =P [rafs.].

Analogamente se puede ver sin dificultad la reciproza, cémo pasar
del modelo I al II.

(2) Dentro de éste entran los modelos de programac’on lineal, convexa. etc.
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6. Procesos de decisién estadisticos

Si la distribucién de estados de la naturaleza es s6lo parcialmente
conocida, p. e., se sabe que es de un cierto tipo, pero es desconocido el
valor del parimetro que la determina, podemos obtener su conocimien-
to a través de experimentos y plantearnos el problema de la decision
optima implicando en el modelo el conjunto de posibles experimentos
a realizar, su coste y el resultado de los mismos.

P. e., en un problema de inventario en que se trata de determinar
la cantidad de un item que se debe poner en inventario y en que se su-
ponen conocidos los costes de déficit y superavit, y la demanda £ es una
variable aleatoria, podemos: 1.°) tratar la cuestiéon a la manera clasica
determinando aproximadamente la distribucion de § y tratando el pro-
blema como si tal distribucion fuera conocida, 2.°) mas adecuado es
plantear un muestreo y tener en cuenta su coste y los costes que se
toman en consideracién en el problema clisico para implicar en un
modelo todo ello y obtener como comnsecuencia la cantidad optima a
poner en inventario. '

Asociando este nuevo ingrediente de la experimentacién al mode-
lo II, tenemos un nuevo modelo III, que llamaremos modelo estadis-
tico. S

Consideremos un conjunto 2(‘5j€ de experimentos y para cada uno
de estos &; tenemos unos resultados posibles:

7"]-1‘ Tj2 y oee e rjwj

Segtn cual sea el estado o condiciéon del ambiente, tendremos una.
S »
P [r;i/&s, Ex] v podremos formar cuadros como éste:

i1 2 s
B Plr/&EB] Pl GRi... Pl 6, Byl
£y P/ GE)]  Plra/ GEy] ... Plrju;/ 65, Ey]

. s . P e

E, P [r]'l/gi En] P ['72/61' Eﬂ] R [rjuxj/ (gj’ En]

Se definen funciones de decision que asignan a cada resultado 7,
‘posible del experimento &; una accién o decisién. Entonces Wald es-
tablece un modelo en que entran las probabilidades P (E,), las
P (ri/&;, Ei) y los valores relativos o utilidades (&;, 7, #,) de reali-
zar el experimento &; observar el resultado r; y obtener la conse-
cuencia =, de la matriz de consecuencias.
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Este tipo de modelo, profusamente estudiado en la literatura esta-
distica, ha permitido un nuevo desarrollo de las teorias de tests, inter-
valos de confianza, etc., y parece que debia estudiarse mas a fondo en
relacion con los problemas de Investigacién Operativa clasicamente tra-
tados en ambiente aleatorio de leyes de probabilidad conocida.

En procesos de decision polietipicos tales como los markovianos es-
tudiados por programacion dindmica por Bellman, Howard, Blackwell,
etcétera, se ha comenzado a introducir este punto de vista de tener en
cuenta la ganancia de informacién conseguida durante el desarrollo del
proceso y su coste. Tal punto de vista conduce a los llamados procesos
adaptivos unipersonales o bipersonales.

7. Procesos polietapicos

Volviendo a la forma extensiva de los problemas de decisién, distin-
guiremos: '

1.° El conjunto R de cursos de desarrollo o consecuencias 7., cada
uno de cuyos elementos es una sucesién posible de acciones y resulta-
dos, que se pueden presentar en la evolucion del juego.

22 El conjunto A de cursos de accion descriptivos A,, en que se
entiende por tal el conjunto de acciones dentro de un curso de desarrollo.

32 El conjunto O de cursos de resultados O representa las partes
de una consecuencia que no son acciones del decisor, sino cosas que
le pueden suceder por intervencién del ambiente, es decir, la accidén de
factores que no controla el decisor.

4° El conjunto S de estrategias S, o planes de accidén admisibles.

En virtud de esto una consecuencia 7, es un par formado por un
curso de accién y un curso de resultados 7= (A, O)).

Corrientemente se representan las acciones y resultados por varia-
bles. Convendremos en que, fijada una estrategia S,, para cada decisor,
I: se puede preseniar un solo valor de la variable X y para los dis-
tintos valores de v es:

D P (#/sy, e 8) = L.
Debemos considerar wvariables de accidn v variables de resultado.
En el ejemplo tenemos:

Xx = £y, 6,
Xo=m,n, p,q,7.
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s = A, B.

L= X, 2

X,, X, son variables de accién.
X,, X, son variables de resnltado.

el

Se pueden considerar también variables mixtas como X, x X,.

Se verifica desde luego que R € A x O, ya que todo curso de desa-
rrollo es un par (A,, O;). Si 7 es el nliimero de consecuencias, m el de
cursos de accién y n el de resultados, se tiene:

m<r n<r r<<m. n.

De un modo especial estudiaremos aqui el caso de procesos polieta-
picos en que en cada etapa hay una intervencion de cada urio de los juga-
dores y una intervencién del azar. Si designamos por X,, X,*, Y, las
variables que representan respectivamente las acciones del primer ju-
gador, del segundo y el resultado del azar, tendremos en tal caso:

R=X,x X*xVY,ix X, x X*x Yy,x ... x Xpix X*, x Y,.



Carituro 11
TEORIAS DE LA UTILIDAD
1. Conjuntos fundamentales en un problema de decisién

Si para fijar las ideas consideramos el modelo 1II,

Sl Pio «oo 7
1|71 12 17 [1]
A So | 791 Tag «vv Pon

s e s s e e st e e

St | Vet Vho oo Tin

de decision unipersonal en ambiente aleatorio, vemos que tenemos fun-
damentalmente tres conjuntos:

1) Conjunto & de condiciones o estados de la Naturaleza e,.

2) Conjunto R de consecuencias 7.

38) Conjunto & de acciones ;.

Elegida s, tenemos una aplicacién de & en &R, es decir, ri; =7 (s, €))
y el problema es elegir s, de modo que se obtenga una consecuencia 6p-
tima.

Precisar esto implica establecer alguna medida o al menos alguyna
estructura en dichos conjuntos.

Las tres nociones intuitivas que son el punto de partida para el es-
tudio cienfifico de estos conjuntos son: '

Fara el conjunto & la nocién de incertidumbre, que conduce al con-
cepto de probabdilidad. Para el conjunto A de acciones la nocién de
preferencia que conduce al concepto de orden. Para el conjunto R de
consecuencias la necion de valer que conduce al concepto de wutilidad.

Se puede observar que es anterior el orden en R que el orden en K ;

pero no hay que olvidar que lo que se elige son las acciones (si bien es
por los resultados a que pueden dar lugar).
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Distintos autores han adoptado diferentes situaciones de partida para
construir modelos y teorias, que seria largo analizar con detalle.

Piénsese en las muy diversas teorias conocidas de la probabilidad y
la posibilidad de combinar algunas de ellas con diversas estructuras po-
sibles para el conjunto H y para el R, y se tiene una idea del gran
nimero de modelos teéricamente posibles incluso en situaciones bien
simples.

2. Medidas de eficiencia

Se comprende el interés que para la resolucién de un problema de
decision tiene el llegar a una valoracién numérica objetiva de los dis-
tintos cursos de desarrollo posibles del proceso.

En muchas situaciones reales -cabe considerar para ello los concep-
tos de coste o gasto y salida o respuesta.

Coste o gasto es el conjunto de recursos que son consumidos en
poner en practica un curso de accién (dinero, horas de trabajo, etc.).

La salida o respuesta es el conjunto de recursos que resultan de to-
mar un curso de accién, o de las caracteristicas psicolégicas o sociol6-
gicas del estado resultante. P. e., podemos hablar del dinerc obtenido,
del material producido, del tiempo ahorrado, etc. ,

Una medida de cficiencia en el caso mas general de coste variable
y respuesta variable es: '

Beneficio = Respuesta — Coste.

Podemos decir que asociando estas medidas a la esperanza matema-
tica la teoria tradicional de la decisién introduce una importante canti-
dad de modelos de interés. Pero hay muchos problemas importantes de
programacion o decisién en que no es ficilmente aplicable una valora-
cién econdémica numérica de las consecuencias de la decisién o en que
tal valoracién puede resultar de una simplificacién excesiva del proble-
ma. Tal es el caso, cuando lo que se trata es de tener en cuenta las con-
secuencias de una decisi6n que se traduce en prestigio o buena fama. O
en el caso de un problema militar, lo que se llama el «valor military de
unas instalaciones o de una victoria. En todos estos casos no es aplica-
ble la llamada «teoria tradicional de la decisiény, y se impone el nuevo
punto de vista que podriamos llamar «teoria personalista ‘o modernay
de la decisién, cuyo instrumento fundamental es el concepto de «valor
relativo» o «utilidad». Tal concepto resulta necesario taﬁnbién, como
veremos, en los problemas de decisién en ambiente aleatorio en que;
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aun siendo posible una valoracién en términos monetarios de las conse-
cuencias, la importancia de éstas y la no reiterabilidad de la situacion
hace inaplicable el criterio de la esperanza matemaitica. En estos pro-
blemas la idea es reducir, mediante la llamada funcidén de utilidad o va-
lor relativo, el problema de decisién subjetiva o no numnérica a un pro-
blema de decisién objetiva.

La idea directriz para la introduccidn de la utlhdad es reducir la com-
paracién de situaciones de decisién complicadas a la comparacién de
otras mas simples a las cuales es facil aplicar la intuicién directa sin pe-
ligro de equivocacion.

Es decir, se regula el comportamiento del decisor asignandole un
«comportamiento racionaly, esto es, que 'sus decisiones son compatibles
con un cierto ntimero de axiomas o reglas que consideramos natural
admitir.

Tales axiomas definen una estructura de orden en el espacio de ac-
ciones que induce otra en el espacio de consecuencias.

El objetivo es entonces definir en el espacio de consecuencias una
funcion llamada wutilidad, de valores reales, que conserva el orden esta-
blecido y se adapta a la estructura supuesta para el espacio.

Aqui vamos a considerar algunos tipos de situaciones y los concep-
tos de utilidad que vienen asociados de modo natural a ellas.

3. Orden de preferencia y funcién de utilidad

Sea R un conjunto de puntos #, %, ... (p. e. 2 = un SEAT 600,
¥ = un piso de 100 m?, ...).

Una relacién definida ¢n R se llama un orden parcial de preferencia
o indiferencia y se denota por X si verifica las dos propiedades:

a) Transitiva siv > y, ¥ 7 5, es % 7 2.

b) Reflexiva, x > x.

El orden es completo si c), para todo par x,y de R se verifica » > ¥
o bien v > x o ambas.

Si hay elementos paralos que no se verifica x> y ni y » x, x no
es comparable a vy, el orden no es completo. .

Decimos que & > y (v es preferido a y sies & » y, y no es'y = x).
Decimos qué v~y (w es indiferente a y) st v > y y ademds y > .

El orden es puro si d) x ~y sélo se verifica para & = y.
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Tenemos, pues, este ¢squema:

Orden parcial (a), (b)

7N
Orden // N Orden
parcial completo
purob RN (), (0), (c)
(a), (8}, (@) N V4

N

Orden pufo completo '

(@), (8), (e), (@)

Sea X un conjunto parcialmente ordenado. Sea A < X; un puato
x € A se dice maximo de A si para todo v€A es v 2 y.

Un punto & € A se dice marimal si no existe y tal que y % Na-

turalmente, & puede ser maximal y haber elementos y no compara-
bles a .

Sea el conjunto A definido en el plano (x,, x,) por las relaciones
X+ v, <1,

>0, x,>0.
Dados
x = (v, 4,), A= ¥y &%)

.2'24

<

definimos » > &’ si 4> a7, y &, > 4’,. Con esta definicion los puntos
del segmento &, + &, = 1 son maximales, ya_que si se aumenta x, se
disminuye #,. En cambio, no hay maximo.

Si el orden es completo ambos conceptos coinciden.
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Una funcién real «# en X representa el orden si para todo x, y € X:

x> v implica u () > u (y)
¥~y id w{x)=u(y.

La representacion es fiel si x Z siy solo siu(x)>u ().

Se demuestra que cada representacion de un orden completo es fiel,
y reciprocamente, ' A

Una representacion de un orden incompleto puede no ser fiel, Si
u (¥) > u (y), v e y pueden ser incomparables.

Una funcidn de utilidad u es una funcion definida en un espacio en
que se introduce una relacion de preferencia que es una representacion
(no necesariamente fiel) de este orden y que se ajusta a la estructura
especial de dicho espacio.

De un modo muy general se puede presentar ahora el problema de
decision en la forma siguiente: Sea X un conjunto de consecuencias
en el que se ha establecido un orden, y sea A un conjunto parcial de X ;
se trata de determinar una funcidn numérica u que represente el orden
y buscar el maximo de ella en A.

4., Utilidad en ambiente aleatorio

Sin utilizar la paradoja de San Petersburgo se pueden dar ejemplos
sencillos en que no parece plausible el criterio de la esperanza mate-
matica.

Si

A es ganar 10.10% ptas.
B es perder 2.10° ptas.
C es ganar 4.10° ptas.

el criterio de la esperanza matematica nos da

E[A,B; 4, 4] = 410°  E[C; 1] = 4.10°

luego seria indiferente [A, B; 4, 1] a C, lo que parece que muchas per-
sonas no considerarian aceptable. '

Las criticas mas comunes al criterio de la esperanza matematica son:
a) Identificar el posible resultado de una cierta accién en una sola par-
tida con el resultado promedio si esta accion se repite en sucesivas par-
‘tidas. b) No tener en cuenta la situacién econémica del que decide y,
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por tanto, prescindir del riesgo al identificar la cantidad ganada en una
partida.

Volviendo a la situacién esquematizada por la matriz [1], estable-
ceremos un sistema de axiomas tales que admitirlos implica definir un
operador de utilidad de las perspectivas aleatorias o distribuciones que
pueden formarse con los elementos de la matriz, de modo que si el indi-
viduo regula su comportamiento por los valores de tal operador, esta
actuando de acuerdo con el orden fijado por los axiomas admitidos.

Vamos a llamar a los elementos de la matriz A, B, C, ... y vamos a
definir sobre este conjunto Q el conjunto S de todas las perspectivas
aleatorias § posibles. Es decir, si .

E=(AB,C, ...; by oy oen)
el individuo sabe que elegir § significa sortear para obtener A con pro-
babilidad p,, B con probalidad p,, etc. :
En particular, el conjunto S contiene dlstrlbucmnes como

t=(A,B,..;1,0,..)

que significa obtener el resultado A con seguridad.

Este conjunto S es lo que se llama un conjunto de mixtura, es decir,
tal que si es £ €S; 7 €S también (£, 4; g, (1 — u)) para todo p, tal
que 0 < p < 1.

. A fin de hacer una construccién axiomatica se introduce el concepto
de conjunto de mixtura en la siguiente forma:

Un conjunto de mixture es un conjunto S de elementos &, x, ... lla-
mados perspectivas aleatorias, que verifican los siguientes axiomas de
operacién:

1) Para cada par £, 4 y para todo nimero real p 0 <p <1) la
mixtura (¢, 4; , 1 — ), que designaremos brevemente por (¢ p ), es
un elemento de S definido univocamente. '

2 Ep=6QA—p0.

3) (€p(nrd) = [(574777 x;)»(p N r-—-pr)’;].~
4) Ipi=t. ’
Siipl=mpl para algin p>'0, es E=

"H'ly qué ‘observar que estos postulados de comportamlento psxcolo-
gico no son admitidos’ por toda persona, aunque algunos parezcan evi-
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dentes. P. e., uno de los mas triviales parece el siguiente: Si A y B son
dos elementos del conjunto ¢l (A p B) es finico. Sin embargo, hay per-
sonas que, segtn la manera de presentar una perspectiva aleatoria, la
consideran distinta, aunque p sea igual. Supongamos una situacién que
consiste en-acertar uno entre dos niimeros dados diciendo un nimero
y otra que consiste en acertar uno entre 20 nimeros dados diciendo 10
nimeros. La experiencia demuestra que hay personas que no conside-
ran equivalentes ambas situaciones. De ahi la necesidad de enunciar
tales axiomas.

A estos axiomas se afiaden los siguientes, que convierten el espacio
de mixtura en un espacio de utilidad :

1. (De ordenacién completa). S es completamente ordenado por la
relacion .

2. (De continuidad o de Arquimedes). Si ¢ > n > { existe p tal que
Epi~n.

3. (De sustitucién). Si  ~ ¢ para cualquier 4 es £ ~23% 1 (3).

Se demuestra entonces que existe un operador U de valores rea-
les que: '

1) Conserva el orden, es decir, que si § >« es U [§] > U [4].

2) Es lineal:

Ulpn]=pUlEl+ A—p)U [4].

Se demuestra ademas que tal operador queda definido salvo una trans-
formacién lineal. ,

Un elemento & de S se dice puro o perspectiva pura, si no existen
en S otros dos =, { tales que §E~(qp %).

Un conjunto M de perspectivas puras de S se dice que son genera-
dores de S si todo elemento de S es una mixtura de elementos de M.

Si partimos de unos resultados seguros A, B... y formamos el es-
pacio de mixtura engendrado por ellos, y llamamos w (A) = U [§,],
siendo %, = (A, B, ...; 1,0,...) tendremos como consecuencia de los
axiomas: ’

U[A, B, .o50180 . ]=U[EaEs .+ 1 11020 -+ - | =
=4 U[E]+2 UGN+ ... =2 (M) + £, w(B) 4 ...

Vemos, pues, que este operador es la esperanza matematica de la

(3) En la forma debida a HernsteIiN y MILNOR: An axiomatic approach to measu-
rable utility, «Econométricar, 1953.
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funcién w (A). La funcién w (A) viene asociada al individuo y a la si-
tuacion enfrentada por él, y es

Ut} = E[w®].
Establecido el funcional
U [E] = E [w (&)

es inmediata la resolucién del problema de éptimo planteado por la ma-
triz [1]. A cada fila corresponde una esperanza de utilidad y se elegira
aquella accion o; quo dé maxima esperanza de utilidad.

5. Especializacion de la teoria de Von Neumann

Vamos a especializar la teoria de Von Neumann al caso en que los.
elementos de la matriz de decisién aparezcan en forma de valores mo-
netarios.

Supongamos, p. e., que el coste de preparar un proyecto es 100.000-
pesetas, y que como consecuencia de su presentacién hay una probabi-
lidad 0,5 de obtener un contrato que permite ganar 350.000 pesetas..
Tenemos la matriz:

&, ey
obtiene ‘no obtiene
contrato contrato

sy (se presenta) 250.000 — 100.000

5y (no se presenta) 0 0

Guidndonos por el criterio de la esperanza matematica del valor mo-
netario, tendremos

E, = 0,5 X 250.000 -— 0,5 X 100.000 = 75.090

E,=0

Guiadndonos por este criterio nos presentariamos al concurso; pero-
si perder 100.000 pts. puede dar lugar a una quiebra, no parece aconse--
jable tal comportamiento.



— 31 =

Ante una situacién tan simple como ésta, estd claro que el walor no-
netario esperado no es guia de accion valida. Lo que se trata es de ver
si parece razonable a un individuo aceptar una pérdida de 100.000 pese-
tas con p = 0,5, contra una posible ganancia de 250.000 pts. con p = 0,5.

No parece que, ante una situacion tan simple, haya otra posibilidad
que la preferencia personal. Lo que trataremos ahora es de ver cémo la

. teoria de la utilidad puede dar una guia para el comportamiento ante
situaciones complejas a partir del comportamiento ante situaciones sim-
ples como la anterior. Por ejemiplo, si un individuo considera inacepta-
ble la anterior perpectiva:

(250.000, — 100.000 ; 3, 3)

también debe considerar inaceptable la siguiente, que es peor:

(250.000, 200.000, 100.000, — 100.000; 0,2, 0,2, 0,1, 0,3).

Tratamos ahora, mediante los axiomas de.comportamiento racional,
de sistematizar el paso de situaciones simples a situaciones complejas
para poder comparar éstas. ‘

Suponemos, para concretar, que el individuo se enfrenta con situa-
ciones aleatorias cuyas consecuencias se encuentran entre dos valores
extremos, p. e.:

r, = 1.000.000 pts.

Il

r, = — 1.000.000 pts.

Estahlecemos una serie de perspectivas tipicas en que aparecen dichas
dos consecuencias con probabilidades = y 1 — =, y pedimos al individuo
que fije la cantidad segura que considera indiferente a dicha perspectiva
aleatoria (4). Con esto formamos una tabla:

71 rey % 1—=

( ~ r

(105, — 105 1, 0)~ 108

(105, — 105 4/5, 1/5)~ 3.104

(106, —10s L LYo 4108
2 2

(105, — 10% 0, )~ — 106

(4) Aqui se admite el postulado de continuidad o de Arquimedes.
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la cual nos da una correspondencia biunivoca:

T r
U105 =U(10% X1 1 108
U (3.104) = U (10°) X % 4/5 3.10

U(— 4109 =U (159 X 1/2 1/2 — 4.10°
U (— 105) = U (109 X 0 0 —10¢

Dadas ahora dos perspectivas aleatorias como, p. e.,

e:( 105,3 % 104, — 4% 105, — 105;

: oa~| —- c:ﬁ]»-a‘

1 1
6%
1 1
%5

la comparaciéon entre ambas se puede realizar, sustituyendo cada ele-

w[r—a wlv-a

" =( 10,3 X 104, — 4 X 105, — 105,

mento monetario por la perspectiva aleatoria indiferente dada por la
tabla (postulados de sustitucién y de operaciones).

Es decir,

———
i
<

|

e

<
cn'|u>'
ot

e

[(106 — 108, 1, 0);
[100_1062 1+__ 4.1,
— 108, — 108, - "
T 2+6 ] [ 60
=[(106,10-6,1,0);(106.10—6,—4-,i),...,l,l,...]=
5'5) 83
0,—0

1 1 4,1
=[108, — 106, — .1 4+ —. = 4 —. = .0,
[ 3 1Ty s Te e T

1 1,1 1 1
— 4 — =4 =1 |=] 108, — 105,
Ty s T TS ] [

De este modo aparece clato que & > %, ya que 43/60 > 41/60.

Como se ve, en definitiva la composicién de perspectivas complejas
se ha reducido a comparar las dos perspectivas mediante las esperanzas
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matematicas de las utilidades, tomando como utilidades los valores =
que corresponden a las cantidades seguras » dadas en la tabla,

Si hacemos una representacion grafica de la tabla (=, ») tendremos
una curva como ia A, que naturalmente varia de unos individuos a otros.
En particular, la curva A seria la de un individuo pesimista (5) que tiene
oposicion al azar o no quiere riesgos, y la B la de un individuo optimis-
ta que siente atraccién al azar. La C es la del individuo en que no influye
el riesgo ni positiva ni negativamente.

y T |
0 - ' }
-10° -s.10° 0 5.10 1

Se ve, pues, que una vez establecida la curva de utilidad se tiene un
instrumento basico que resume en conjunto la actitud del individuo ante
situaciones simples que implican simultineamente beneficio o pérdida con
azar. Tal instrumento permite la comparacién de situaciones aleatorias
complejas mediante la reduccidn de las mismas a situaciones mis simples
vy en definitiva mediante la comparacion de sus esperanzas matematicas
de utilidad.

6. Funcién de utilidad en ambiente conocido con certidumbre

Si consideramos el caso de una situacidon conocida con certidumbre,
es decir, en que se sabe con seguridad cuil es la condicidn o estado de
1a naturaleza, el problema en el caso de un conjunto finito X es trivial.

(5) Pues al aumentar la cantidad en un cierto incremento % a partir de un punto
aumenta menos la utilidad que lo que disminuye al incrementar — k.
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Debren ha considerado una situacion mucho mas general en que el con-
junto R de consecuencias es un espacio completamente ordenado, sepa-
rable y conexo. De éste es un caso particular el clasico, considerado en
Economia, en que las consecuencias » son complejos n-dimensionales
de bienes y R es un subconjunto de un espacio euclideo finito (6).

Se supone que el individuo tiene un comportamiento racional regu-
lado por los siguientes axiomas:

I (de ordenacién completa). Il conjunto R de consecuencias es com-
pletamente ordenado por la relacion <.

IT (de continuidad). St A, € Ry A, <BylmA,=A€Res A <B.

Si A€R, BiAn ylimA,=A€ER es B (<\ A.

Se demuestra entonces, siguiendo a Debreu, que eviste una funcion
real continua v (A) que conserva el orden establecido por el inlividuo.
Es decir, que si el individuo compara dos elementos A, B mediante los
valores numéricos ¢ (A) vy v (B), esta actuando de acuerdo con sus sis-
tema de preferencia (7).

(6) Depreu, Representation of preference ordering by a nwmerical function, en
Thrall, Coombs and Davies, Decisions Processes (N. Y., 1934).

(7) Debreu ha dado un contracjemplo que prueba, ya en el clisico caso de com-
plejos de bienes, la necesidad de imponer algunas restricciones al conjunto en el que
se establecen las preferencias. Para esto considera el orden lexicografico en el plane,

aefiniendo :

(@, V) > fa. b)

i@ >a, obiensia =ay b >b
Supongamos que existe una funcién

o (a. b)

b

real que conserva el orden. Sea

b, < b,

y definamos para un mismo a

a, (a) = 4 (a. bl)
2, (@) = 2 (a, bg)



Se observa que la funcién de utilidad, ademas de conservar el orden,.
refleja en su propiedad de continuidad la estructura del espacio en que
se ha definido el orden.

Se demuestra ademas que la funcién de utilidad es tmica salvo una
funcién monoétona, es decir, que si @ (A) y w (a) son dos funciones de
utilidad es w = g (v), siendo g una funcién mondtona estrictamente

creciente.
Introducida la funcidén v (A) el problema de 6ptimo, dada la matriz.
[1’] de consecuencias r; = r (S;), es inmediato, ya que se trata de deter-

minar el miximo de la llamada funcidn de pago:
v (r(5)

obtenida al aplicar la funcién de utilidad a la funcién consecuencia. Su
dificultad matemética puede ser mayor o menor segin la complicacién
de esta funcién y las restricciones del conjunto S,. Dentro de este tipo
entran los problemas de programacién lineal, cuadritica, convexa, etc.
Es interesante observar que la relacién que existe entre las nociones
de utilidad de Debreu y V. Neumann, que en el caso de un ntimero fini-
to de resultados basicos (matriz finita) (discontinua) es trivial, no es lo
- mismo en el caso continuo, '
Seria interesante estudiar este problema de un modo gencral.

7. Generalizaciones

Hemos visto hasta aqui dos conceptos de utilidad. En ambos hay urr
conjunto completamente ordenado y una estructura de éste, que en el
caso de Debreu es la de espacio topologico, a la que corresponde la con-

A dos niimeros a << 3’ corresponden 2, (8, 2, (a’). ¥ se tiene:
1; (a) < 2, (@) < =, (@) < a, (@).

"Asi corresponderian a dos puntos distintos, dos intervalos disjuntos no degene--
rados

(2, (@) o, (@]; [, (@), x, (a)].

Tendriamos una correspondencia entre el conjunto de nameros reales (1o numer:-
ble) y un conjunto de intervalos disjuntos no degenerados (necesariamente numerable),.
lo que es imposible.






