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IX.—.ANALISIS ARMONICO

9. 1. Aproximaciéon por polinomios trigonométricos.

Hemos visto (6.2 y 6.3) una clase muy general de funciones representables
por su serie de I'ourier. En la prdictica se plantea frecuentemente el problema
de representar por una serie de I"ourier una funcién cuya expresiéon analitica
es desconocida y que viene dada por una grafica continua o solamenie por un
conjunto de puntos aislados.

En el primer caso, los coeficientes del polinomio trigonométrico de orden
m que da la aproximacion cuddrica 6ptima:

. a -
'.pm(x)=70+alcosx+... + amcosm x |

+é,senx + ... +éusenmuy

se calculan (5.2) por las formulas:

3 2 2%
1
a},:T-ff(x)dx, a,.:_—_—l—‘/.f(x)cosnxdx, b,,=—_l_—ff(x)sennxdx
E & =
m=1,2,...,m)

El célculo de estos coeficientes para una curva experimental se puede efec-

{(*) Redactadas con la colaboracién de J. Béjar, T. Iglesias y M.? E. Rios.
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tuar con los analizadores armoénicos, o bien mediante métodos gréficos, como
el de V. Mises (*).

Puede procederse también de otro modo seftalando un ntmero finito de
puntos de la curva y = f(x) y tratando de determinar el polinomio trigonomé-
trico de orden m que de la aproximacién cuadratica Oplima a dicho conjunto

de puntos.
Precisemos: sea la funcidn peridédica y = f(x) de periodo 2 = de la que se
conocen los valores g, 7y, «+. ¥uy - .. ¥,= ¥, correspondientes a los ¢ -1

puntos equidistantes:

2% 2% 2%
Xg==0, Xy = , g = 2. ——, 4., Xy =1

7 7 7

L. Xg=2T

Se trata de determinar el polinomio trigonométrico v, (¥) que haga mini-
ma la expresion
q

Q= 2 [y,, — G () IZ

n=1

Segun hemos visto (5.2) las condiciones necesarias y suficientes de mini-
mo son:

200 o 00
da; 0 da T e T°
es decir:
q b
DMon—omiwd] =0 -
n=1
9
-
Z[yn—‘Prn(xn)]Coslxn:-O l=1,2,...m [l]

x
i

9
[y” — Om (xn)] senlx, =0
1

n

Se trata de determinar mediante estas 2 # 4~ 1 ecuaciones lineales las 2 w2 4 1
constantes ag, @, ... a,, by, ... by,

Observemos antes de proceder a su solucién que el problema es determi-
nado si es 2m - 1 <g; pues si fuera 2 m |+ 1 >> ¢ se podrian detcrminar las
constantes de infinitos modos para que se verificasen las ¢ ecuaciones

Yn— Om (Xn) =0 fr=1,2,...9]

Y, por tanto, con cualquiera de estos sistemas de valores se verificarian las [1]

) Z. A. M. M. 1922, p. 313, 0 bien Willers. Praktische Analysis, p. 266.
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y el problema resultaria indeterminado. Podiamos decir que hay en este caso
pocos puntos para determinar las curvas.

Vemos asi, ademds, que en el caso 2 m -+ 1 = ¢, las constantes determinan
un polinomio trigonométrico y = 9,, (¥) cuya curva representativa pasa por los
g=2m - 1 puntos prefijados, pues las ccuaciones del sistema {1] son com-
binaciones lineales de las ecuaciones

Yn— G (Xn) =0 fr=1,2,...9

Observemos primeramente que se verifican las siguientes relaciones:

N

senlx, =0 (2]
n=1
< 'vy si /=0
Z cos oy, = (3]
prpuny o si /4o

Estas pueden obtenersc geométricamente considerando un poligono regular
de ¢ lados de longitid 1 y observando que la primera stima es la suma de las
proyecciones de los lados del poligona sobre la perpendicular a un lado y, la
segunda, las proyecciones son sobre un lado (cuando /== o).

Tengamos, ademads, cn cuenta las siguientes relaciones:

7 L& L L
Zl senpaysenh iy, = 5 Z c0s (v — K x,, — > Zl cos(u 4+ N v, =
n= n=1 =

i o sii w—Arikyg

- sio . p—h=¢, rtm-

:,—7 si. h—u=g¢, Atm-

o st r—i=yg¢g, L=m.

NV T

J"Q

9. 1
I wul I Y
COS L X, cosh Xy == ? 2 COS'(!J. — M) xy -+ >y 2 cos (p. + INEP
n==1

Prey

n=

[

[0 si w—Akg

g . Ly . .
< st h=g¢g, WVNigm

2
2
q

—— e

q si p—h=g¢, t=m. 5

q

7 g
N . 1 - I O
2 senpx,.cOS)\x,.=7 leen(p—l-l)xn-l——z— 2 sen (p — M xy=o0
=

n=1 =]
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Mediante estas relaciones se deduce inmediatemente de las ecuaciones [1]:

gyn=§¢nx(x~)=q%: = In

o] =] 4 n=1
2 =
a; = — : Y COS [ 2y
? =
n==1
2 <&
b= — Zly,‘senlrn
7 ne=1

En el caso particular de que el numero de valores equidistantes sea ¢ = 4 4,
los célculos se simplifican notablemente. Las féormulas son:

47

. ' 1A
ay = —5- ay = cos / x,
"= 2k Zy" Y Z:}"‘ "
prguy

. ; y L5
= 1,202k —1 5
44 14 )
1 Wl I Yy
Ay p = (— i)ty by = — 2 vesendx
24 2/!2(" )y ! 24 Fnse 4
=1 r—1

9. 2. Método grifico.

Runge (*) y otros han ideado disposiciones muy practicas que permiten el
cdlculo rapido de dichos coeficientes en los casos

g=12 ¥y g==24.

En el caso g == 12 esinmediato ver que las férmulas[s] equivalen al siguien-
te método gréfico.

Se dibujan en el papel milimetrado seis rectas que formen entre si cada una
con la inmediata, un dngulo de 30°.

Se dibujan tres circulos concéntricos y se numeran los semirrayos como
indica la figura: sobre el primero, de 1 en 15 sobre el segundo, de 2 en 2, y,
sobre el tercero, de 3 en 3.

Se mide y, sobre O x, y, sobre el radio 1 (del primer circulo), 3, sobre el
radio 2, ... La suma de todas las proyecciones de estos segmentos sobre O .
dividida por 6 da a,, mientras la suma de las proyecciones sobre Oy dividida
por 6 da £,. Si en vez de hacer esto restamos la suma de las proyecciones

(*) Véanse las obras clasicas de céalculo numérico de Runge-Konig, Willers, etc. Véanse los
esquemas para andlisis armdnico publicados por la Academia Militar de Ingenieros Aeronduticos
bajo la direccién del Coronel Pérez Marin.
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impares de la suma de las pares obtenemos a; y b5. Y con el exterior se ob-
tiene a3 y b;.
Basta observar en las féormulas [5] que

wn

cos /x si »n par
cos(6——l)x,‘=cos(6—l)—6——=cos(.-.n-1x,.)=3 "

—coslx, Si mn impar
—senlx, si n par

sen(é—l)x,,=sen(1tn——lx,,)=3 senlx, si n impar

Operando lo mismo con los rayos marcados en el circulo intermedio se obtienen
ay, by, y ay, b,. Y con el exterior se obtienen a; y ;.

PARTE 11

X.—SERIES ORTOGONALES EN EL ESPACIO (L?)

10. 1. Introduccién de la integral de Lebesgue en la Teoria.

1. Hasta aqui solamente hemos considerado la representacién de funciones

parcialmente continuas que son las que mds comtinmente se presentan en las
aplicaciones.

Dado un sistema fijo de funciones ortonormales

IR G - ¢ R

para cada funcién parcialmente continua f(#) definiamos los coeficientes de
Fourier

.}
ex= [ r10nt0a .
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y- le haciamos corresponder el desarrallo:
f(t)"’cl‘h'*'cz?g-}- 2T X

En lo que sigue vamos a considerar un campo funcional mds amplio, enten-
diendo que las integrales son tomadas en el sentido de Lebesgue.

Tres propiedades fundamentales de esta integralfhacen mas sencillo y per-
fecto el estudio de las series ortogonales:

1.° El limitar de un modo natural las funciones integrables a las absoluta-
mente integrables.

2.° La sencillez del paso al limite bajo la tinica hipédtesis de la convergencia
ordinaria.

3.° La propiedad fundamental de que la derivada de una integral indefini-
da coincide con la funcién en casi todo el intervalo.

Mds concretamente, vamos a considerar las funciones que se llaman de
cuadrado sumable, es decir, aquellas cuyo cuadrado es integrable en el sentido
de Lebesgue. Una razén de tomar este campo y no el de las funciones integra-
bles (L) se ve inmediatamente, considerando que en las cuestiones de ortogo-
nalidad aparecen integrales de la forma

b
[rogwa:

y para que exista esta integral una condicién suficiente (%) sencilla es que exis-
tan las integrales
s

fbfmzdt [ewpas

a

La razén de mas importancia para tal estudio es el tecorema de Riesz-T'ischer,
que veremos mdas adelante.

10. 2: Punciones de cuadrado sumable.

Si f(#) es una funcién definida en casi todo el intervalo (a,8) y f2(¢) es
sumable, se dice que f(f) es de cuadrado sumable en («, §). Representaremos
por L2 el espacio de,las funciones de cuadrado sumable en (a, 8).

TeoreMA.—S? f; (t) ¥ £, (t) son funciones medibles y de cuadrado sumable en
el intervalo (a,b) el producto es sumable en (a,b).

(*) La condicion no es necesaria. Véase un ejemplo de Kaczmarz y Stcinhaus, ZTheorie der
Ortogonalreihen, p. 39.
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Basta probar que | f; (¢) f; ()| es sumable en (a, 8). De la desigualdad

o (/i) —f®) =f10+0—2/@)fs®
se deduce ’

|A0AROIS < A0 +5730

y |/ () f; (9] tiene una mayorante sumable (*), por lo que también es sumable.
Corolario.—Si f(x) es de cuadrado sumable en (a, b) es sumable en (a,b).
En efecto, existe por hipotesis

b

jf*(x)dx y flzdx

« a

también existird en virtud del teorema anterior

ff(x)~ 1dx=‘/ff(x)dx

Este corolario prucba que el espacio L? es un subconjunto del espacio L de las
funciones sumables.

TeoreMa. — S7 f; (t), £ (1), ... §.(Y) son de cuadrado sumable en (a, b) »
Cqy Coy o+ . C, SON COnStANLES

O f1@)Fea fa@)t o Fenfalt)

es también de cuadrado sumable en (a,b).

En efecto:
=, k=

(a0 O+ o /s O+ oo A anfa @) ) auﬁ«ﬂv
=1, k=
y por ser el segundo miembro sumable también lo serd el 1.°.
Este teorema prueba que el espacio L? es lineal.

10. 3. Generalizacion de definiciones.

En lo que sigue ampliamos adecuadamente al campo funcional (L?) concep-
tos ya manejados en la primera parte.

Conjuntos ortogonales.—Diremos que-un conjunto de funciones de (L?) es
ortogonal cuando para dos cualesquiera de ellas f y g se verifica:

14

[roemar=o

a

(*) Para esta y otras propiedades de las funciones sumables, véase S. Rios, Zeorfa de la Inte-
gral, Madrid, 1943.
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Demostraremos m4s adelante que todo conjunto ortogonal en el espacio L2
es sumable y, por tanto, un sistema.

Ejemplos se han visto anteriormente (§ 4.4).

Completitud.—Un conjunto de funciones f(¢) se dice completo en (4, &) res-
pecto al espacio -R si cada funcién =% (/) perteneciente a R, para la cual se
verifica:

b
[rasmar=o

es idénticamente nula en casi todo (e, &).
Un conjunto completo no es necesariamente ortogonal ni numerable.
Ejemplo: Ef conjunto de las funciones de L? forma un conjunto completo
respecto al espacio 1.2 ya que si para una funcién f(f) de L? y cualquiera que
sea p () también de L2 se veritica

b
[rnemar=o

]

también serd en particular

]
f_fz dt=o

lo cual exige que f(#) = o en casi todo el intervalo (a, &).

Completitud del sistema trigonométrico.—Hemos demostrado (Cap. VI. Notas)
la completitud del sistema trigonométrico respecto al conjunto de las funciones
continuas. Vamos a ver ahora que también es completo respecto al espacio L.

Sea una funcién ¢ (¢) €L tal que

2=z

cos n ¢
[W‘mgscnnt d

o
0

t=o m=o0,1,...) [1]

y vamos a probar que ¢ (f) = o en casi todo el intervalo (o, 2 z).
Consideremos la funcion

¢
F(t)=fcp(u)a’u
0
que es continua en (@, §), y se verifica:
F(o):F(z.—.):[c?(u)duzo
0

en virtud de la hipétesis [1] para # = o.



Integrando por partes se obtiene:

2z i

2n
f}‘(l)cosnldt—l I'(I)qlennt ]——-%fq;(t)scnntdl::
0 0 v

=--:T p()senntdt=o

V]
andlogamente se deduce
RE n
.
F(f)senntdt=— | «{t)cosntdt=o0 (7 > o)
n v
0 0

Para 72 =0 sea
2x
L rear
; —a
2% )‘
1]

y de las dos expresiones anteriores deducimos:

cos nt
(F ‘ Ydt==0 (n—o0,1,...}
Isen ul\

Ahora bien I (f) es continua y, por consiguiente, también lo serd F () —a y
como ya hemos demostrado la completitud del sistema trigonométrico respecto
de las funciones continuas, se verificard F (#) = «; pero la funcion I' (¢) tiene
por derivada en casi todos sus puntos la funcidon « (¢£), la cual habrd de ser
nula en cllos por ser I (1) = « = constante, luego g () == o, salvo en un con-
de puntos de medida nula. '

Sistemas cerrados, minimales vy densos.—Un sistema de funciones se llama
cerrado en R si cada funcion de R se puede aproximar tanto como se quicra,
mediante combinaciones lineales de funciones del sistema. s decir, dado 2 >0
se puede determinar una funcion

q’(/"-:t', 2 —+—[2':'42 -f- e ‘f‘fn'?n

tal que la norma de la diferencia

1

I!f(t) —0(@ = [ fb[_f(l) -0 (/)]e di l 2

a

sea menor que
Un sistema cerrado S se llama denso-cerrado respecto al espacio R si con-

Rev. pe 1A REaL AcabeMia pE CieExcias.—1948.
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tinua siendo cerrado al suprimir un subconjunto S,, con tal que el conjunto
S — S, sea infinito.

Andlogamente se define el sistema denso-completo.

Un sistema cerrado S se llama cerrado-minimal respecto a R si, al suprimir
un subconjunto S, tal que S — S, sea w, deja de ser cerrado.

De una mancra andloga se define el sistema completo-minimal.

X1.—ORTOGONALIZACION

11. 1. Sistemas ortogonales deducidos de un sistema de funciones.

Todo lo estudiado respecto a ortogonalizacién de funciones (4.1 a 4.4) y en
particular el método de E. Schmitd puede aplicarse casi sin alteracién al es-
pacio (L2).

Vamos ahora a ocuparnos ‘del problema de la determinaciéon de todas las
transformaciones lineales que permiten pasar de un sistema de funciones

I IRRPL
a otro ortogonal
oy =cnSitenfot oA linsn
g = 521f1+‘22f2+ ces Tt Confn

w = Cuy [y +"n2f2+ c T Cnnfu

[1]

Obtenida una transformacion, el problema se reduce a hallar las transforma-
ciones lineales que hacen pasar de un sistema ortogonal a otro también or-
togonal.

Funciones linealmente independientes—Se dice que n funciones

S1@h fa @)ooy ful®)

son linealmente dependientes en un intervalo (e, 4) si existen # constantes
yy €3y -+ - €, N0 todas nulas, para las cuales sea

afi+esfst+ ..t enfu=o0

en casi todos los puntos de (a, b).

Una condicién necesaria para poder deducir el sistema [1] de funciones
P1s P2+ -« Ortogonales es que las funciones f) (#), f,(¢) ... f, (¢) sean lineal-
mentc independientes. Pues si existiese una relacion lineal

31f1+32f2+--'+3nfn=0
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se deduciria:
digi+dysat ... Fdupa=0

lo cual es absurdo (véase 4.3).

11. 2. Determinante de Gram.

Llamaremos determinante de Gram de las funciones f, (£), f; (), ..., /= (8) &

Oy Oyg o Uy m

G(f1+ /2y 0. Su)= Ogy Ogp o ve Agm

donde

]
wrh = ffrw./; Odt

TeoREMA.— ES condicion necesaria y suficiente para que las funciones
SO S8 f 8

de cuadrado sumable en (a, b) sean linealmente dependientes en (a, b) que el deter.
minante de Gram sea nulo.

La condicion es suficiente, pues si G (f;, f3, ..., f.) =0 se pueden deter-
minar z constantes %, %,, ..., %, no todas nulas, para las cuales es

Mary+harg+ ooi Fluurn=0 (r=1,2,...7)

Tomemos la funcién

Fith=%/0) + lafo ) 4 v ii F n S (2)
multiplicando por f, (¢) e integrando resulta

b
fp(f)f,(t)d::';,,a,,+>.,a,2 + ot marn=o
y de aqui

b

” b b ”
o_—_Z).,fF(f)f,(;)df:f(lf(:; ﬁl,f,(/))dt:fF!(/)dt
a r=1

re=1 a a

Luego F2(7) y F(#) son nulas en casi todo (a, 8).



—-— 20 -

I.a condicién también es necesaria, pues si f; (), £, (£), ..., f. (§) son lineal-
mente dependientes en (a, &) existird un sistema de constantes %, 4,, ..., 4, no
todas nulas, para las cuales

MABDFIfoll+ .o Frafut) =0
en casi todo (a, 0).
Multiplicando por £, () e integrando resulia

s=1 se=1

b » »” 4 ”
o:ff,(z‘)[lefx(t) dt=Zl,ff,(t)fs(t)dt:Z)‘xam
a s=1 a

para r ==1,2, ...,z de donde se deduce

G(/1 /s oo Su)=0

TroreyMa 1V,— La caracteristica v del determinante G (f, f,, ..., 1) da el ni-
mero mdximo de funciones del sistema linealmente independientes. Las n —r res-
tantes son combinaciones lineales de aguéllas.

Iiste teorema es consecuencia de una propicdad de los determinantes simé-
tricos, que establece la existencia de un menor principal distinto de cero y de
orden », sicndo » < la caracteristica del determinante. Puede suponerse que
este menor es G (f, f2, -+ ., /) ¥y en virtud del teorema Il estas » funciones
serdn linealmente independientes.

Al considerar otra funcién cualquiera f,; (¢) resultard que

G(fl' -"Vf"ff+]')=°

y por consiguiente exXistirdn unas constantes Ay, X,, ..., %, k4, tales que

MAFNSet e M S by fryj =0

como A,.; =0 (en caso contrario existiria una combinacién lineal entre
Sisfoy <oy f2) se podrd expresar f,.; mediante una combinacion lineal de las
otras funciones.

El mismo proceso seguido en 4.3 permite demostrar el siguiente:

11. 3. Teorema de Schmidt.

Si las funciones £, (t), f, (t), ..., fa (t) de cuadrado sumable, son linealmentt
independientes en (a, b) se puede determinar otra funcion

on=fiuf1+TanSaF oo FjunSe (pn €LY

ortogonal a las f, (t),f, (), ..., fa—1 (t). Tal funcidn estd untvocamente determi-
nada, salvo el signo, si se impone la condicion de que sea normal.
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11, 4. . Transformaciones de un sistema ortonormal.

Vamos a ver qué transformaciones hacen pasar de un sistema ortonormal a
otro ortonormal.
Sea @ (), 93 (8)y - .+, @ () un sistema ortonormal, y de él pasamos a otro

)=l )AL @)+ oo haen ()

RO E N GE T AGE SIS S Y

TrorREMA.—La condicidn necesaria y suficiente que-ha de verificar la matriz
| Likl] para que el sistema i (), &y (t), .., on () s€@ también ortonormal es que
| Li|| sea ortonormal por filas, es decir que:

”—1 . .

Z Lrliz=0 idj

lik=l I=1,2,..., 2

L d. [ e . . (', X 2 . N e .
a condicién es necesaria, pues si ; 9; () { es ortonormal se verifica:

b )
°=f¢,~<t)¢f<f>d“=f<4,:al+ oo linon) oyt apadE =
=Lyl e ALl

b b
v= [0dr = [Gp oA honldr =0 F b 4 2,
a a

Es también suficiente, pues si la matriz es ortonormal por filas, se tiene:

5 b
f(‘a;(f)"ej(i)df:f(ln%%----+/,~n<?n)(1/m+---—'r//n'f'n)df=
a @

. { o iy
=l byt o= 1, z:;-j

St un sistema de funciones (1), 1, (t), ..., T (t) es completo respecto de un
cierto espacio, todo sistema ortonormal | . (t)| deducido del anterior por com-
binacion lineal tambien es completo respecto del mismo espacio,
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En efecto, si como consecuencia de ser

a

fg(t)f,.(i)a't:o para n==1,2,...1

b
resulta || g || = o, también como consecuencia de ser
I3 b
fg(t) ou(t)di=0 resulta [g(t)f,,(t)dt:o

y, por tanto, || gl =o.

Andlogamente, sz el sistema {, () ... f, (1) es cerrado también lo es todo siste-
ma ortonormal | o, ; deducido del anterior.

11. 5. Interprectaciéon geométrica del determinante de Gram.

Sean n funciones f(t), f, (), ..., o (t) de cuadrado sumable de las que dedu-
cimos otras o, (1), ..., ¢n (t) mediante combinacion lineal. -

vy =cy [y()Fcinls D+ oo tinfu (D)

st el mddulo de la transformacion es B==| c;,| 3= 0, los determinantes de Gram
de ambos sistemas de funciones estan ligados por la relacion:

Gty g -r-om =BG (S foefn)

En efecto, si ¢;; es un elemento de G (91s 2y + -+, 94) se verifica
& b
¢l = /.?,-m o (¢)d :f[c,~,f, O+ ot consn 0] [ AO+ o Fanfutt)dt =

” ” b " ”
-/ I Siin 26,,,,_/,,,] . f( e Zf,m_,-,,,fk)dt=
a | A= m=1 a

k=1 m=1

n ” 4
N .
= E Cik Z Clon%hm " siendo amk=ff/¢(i)fm(t)dt
h=1

g =]

pero la suma

”n

Z, Clm Yo = Bra

A=l
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es el elemento de lugar /, # del determminante producto | ¢/m | - | @ | ¥ andlo-
gamente

»

. Y - ’
2 Con Pra =it

=1

es el elemento de lugar ¢, / del determinante producto

€yl e |Blk‘=|oiki . |c1m| . lakml—_—B?G(fl )

1

luego
G- =BG/ ---fn)'-

Dado un sistema de funciones o, (¢), ¢, (¢), ..., 9. (f) lincalmente indepen-
dientes deducimos mediante el método de ortogonalizacion de Schmidt el siste-
ma ortogonal

e
N VALE | RV TR
fo=s /2 /1 A2 S

de donde se deduce
9= f1

= 1272
Ve = “f1i|2 fl+/2

El determinante de esta transformacién es;

1 00 o
|
10 ol
B= 1 o} =1

...........

luego se verifica:
G (%192 e r @) =G (frafasoevs o)

pero por ser ortogonales f,, f3, ..., f. Se verifica:

(WAl 0 o o
| o [A3ll2 o ... o
G(f1s for e enr S = o o Ifl2 ... o =A% AN a0

o o o ...ffal?
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y unicamente valdrd cero cuando sea nula alguna de las funciones f; ... f, cosa
que hemos visto ocurria cuando las ¢,, ¥, ..., %, no eran linealmente inde-
pendientes. De todo esto se deduce que el determinante de Gram de n funcio-
nes linealmente independientes es siempre > 0.

TEOREMA.—Sean n funciones £, (), ..., [n (t) linealmente independientes en (a, b)
¥ de cuadrado sumable, de las que deducinos por el méiodo de Schmidt otras n fun-
ciones @y (t), 0, (t), ..., 0a (t) normales, tales que o; (V) es combinacidn lineal de
f, ), foy ..o, i (t) w ortogonal a £, (1), 1, (t), ..., fi—y (1).

Se verifica que el deteriminante de Gram es

G (/1o fa - ) =(h 05 -ov gl sen? (/7 /3) COS (fs33) . o . COSE(f @)

stendo p; = || i | .
En efecto, por ser

e =1 frF oot SarF S ko

tendremos:

falt)=o fit+awfot -t onoa

multiplicando por g, (¢) e integrando se tiene:

b
) e [retrenwas
jfno)@n(f)dr:an:]/[ff,, dz‘“fo (f)d/J : :
a ]/[fff, (t)dt][f@?,(t)df]

Como de f, f3y ++ s Ju—1,%x S€ pasa a f;, f, ..., fu—1, /s por medio de la
sustitucion lineal:

= (1 €OS { f51, @)

Si=Sofi=otfo o Sa=a /it fot o o on

de médulo

1 00 o
o1 0 o
ioo1 O | =ty == 0y COS ([, @n)
............
0y Op g U |

se verifica:

G(fyoee Sy =05 08 (fur o) G (f1 oo fumrs 0n)
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§
y por ser ¢, ortogonal a f, fo, ..., fu—1 y normal serd:

14 I3 b
[riace. [fiat [figar
a a :l
¢
...................... /fzga,.a’i
G(fiyveverSuorn)= o =
b
....................... jqid;‘
............................. o
............................ o
= ='G(f1 -~-fn_1)
0 0 tivrininirrasierannaseens 1

luego
G(f1- "fn)=(’30052(fm‘?n)c(f| ceeSuay)

La sucesiva aplicacion de esta formula conduce a la expresion:

GUfy e ) =puph_1 - 3OSt (furom) ... cOST(fy, 4 G (/12 /2)

pero

& - b b 2
G (fin fi) = [ffi(r)df] lffz (f)dt] —~ (ff,(z)fz @ 'dt) -

] 2
ffl A fa)de
= 11— ° 2 =
b b
]/[ff‘;’(z)dz][ffg(t)dt]
=1 —cos? (£, /2] 0% o3 = 6 p3 sen? (;, /2)
luego

G(fy e e/ =01 95 +r plsen? (f1, /2 082 (f3 03) .+ COSE (Fin )
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Si las funciones f; () ... f, (¢} son normales se verifica:
Pr=pg==...=px=1

y por consiguiente
G(fy oo fu)==sen?(fy, /31 cos? (f3, @3) ... COSE(frr, 0u) S 1

Si ademaés
sen? (fy, /o) =1, €052 (f3, @g) =1 ... 082 (fu, Gn) =1

habra de ser
G(.fl“.fw cenn Sy =1

pero por ser sen?(f;, f;) =1 ha de ser f; ortogonal a f,. De cos®(f;,p3) =1

se deduce:
I3 2
[ffs’?a‘“]
1 —cos? (fg,09) =1 — 6a ,;— =0
f_f‘fdf.ffgdt
luego

9

& b ] 2
fffdf-ffz'dt—[ffasosdt] =G (fig) =0

de donde resulta:
fs=kq,

y por ser @, ortogonal a f; y f, también lo serd f;._ Lo mismo verfamos que
fi es ortogonal a f;, f3, - -+, fi—1, lo que demuestra que cuando el determinante
de Gram de » funciones normales f, f,, ..., f. vale 1, estas funciones son
ortogonales. Reciprocamente se demuestra con facilidad que el determinante de
Gram de » funciones ortonormales vale 1. '

Hemos visto que el determinante de Gram de » funciones es siempre > o.
En particular para # = 2 se tiene:

| f;idt fflfzd’

b - b b 2
G =|" " !=[ffi’a'f“ffzdt]—[[f.fzdt] >o

fflfzdf 7

a
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O sea
4 2 b [
[fflfzdf] s[ffidt][ffgd;]

que es la desigualdad de Schwar: obtenida anteriormente.
El = vale tinicamente cuando f, =X f,.
Si f, =1 la desigualdad anterior se convierte en

b 2 ]
[ jf(f)df] sw—a)fﬁ(f)df

11. 6. Ortogonalizacién cn intervalos mas extensos.

El problema de la ortogonalizacién puede plantearse en otra forma: Dadas
n funciones ortogonales f, (¢} ... /. (¢} definidas en un intervalo (a, ) ¢Se podra
formar un sistema | ¢, { de funciones ortogonales en un intervalo (a,¢), c >& y
tales que que J, = 2, en (@, §)> Una cuestién andloga se plantea si el sistema
$fo E es ortogonal en (a, b) ;Se conservara la ortogonalidad en (a, ¢)?

Una manera de resolver este problema seria tomar £, (£y=0 en (4, ¢); pero
tiene el inconveniente de hacer perder la completitud del sistema §f,. ;

Otra solucién se obtiene definiendo las {unciones de manera que coincidan
con f, (5 en (a, b) y sean ortogonales en (), ¢) pues

< b ¢
f Fi ) fet e = f Ot di+ f fi) ey dt=o
a a &

Si ademds se desca la ortonormalizacién en (g, ¢), serd necesaria alterar las fun-
ciones en (a, 5). Una condicién necesaria y suficiente para que este problema
tenga solucion sin necesidad de modificar las funciones £, (¢) la da el siguiente

TEOREMA DE ScHUR (¥).— S7 un sistema g fo () ! de funciones de cuadrado su-
mable estd definido en (a,b) (0 <a< b <1), una condicion necesaria y sufi-
ciente para que exista otro sistema § 9o (1) | de funciones ortonormales en (0, 1)
tales que o (t) =1, (t) en (a,b) es que

b 2
maxf (ZE;f;(t)) dt=1

J \i=1

(*) Puede verse la demostracion de este teorema en la obra citada de Kazcmarz y Steinhaus,
pégina 70.
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con la condicion complementaria

o0
2
2 2=
i=1

En las aplicaciones al andlisis arménico se utilizan los desarrollos ortogona-
les en intervalos infinitos. En ellos se define la ortogonalidad de las funciones
fi: (8), f» () mediante el limite:

+7T
lim — ff;(t)f/, (B dt=o
-T

T 21

En cste sentido es ortogonal el sistema § cos t{ (A real) pues

. +T ‘ . +T
ﬁfcos?lcosktd ‘:: f [cos(l—}-,é)t—}—rosO—k)t] =
—T
+T
_l_‘ sen(A4-4)2 sen ( l—k\t}s ~_[. i I 1 ]_*0
47 L4 hN— 4 2T L jh+4| £

XIL.—EL PROBLEMA DE LA APROXIMACION OPTIMA

12. 1. Convergencia en media.

Dado un sistema ortonormal ic.?,, (t)g en (a, b) (9. < L?) a toda funcién f(2)
perteneciente al espacio L* se la puede asociar un desarrollo de la forma

O ~cgtaent oo Feapnt ...

donde ¢, son los coeficientes de Fourier:
&
fn=ff(f)f?~(f)df
a

Andlogamente a lo estudiado en el espacio de las funciones parcialmente
continuas, se plantea aqui el problema de averiguar cuindo se puede sustituir
en el anterior desarrollo el signo ~ por el =.

Generalizando para este espacio las definiciones dadas anteriormente dire-
MOs: que una sucesion Sy (1) converge en media hacia f(t) cuando

&
lim [ [/ —Sa0)]?dt =0

”"—> D
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o lo que es lo mismo, cuando

lim ':'l'(t) —Su(f), =0
También se suele decir que S, (f) converge fuertemente hacia fif) y se re-
presenta por Lim S, i) = /(1) o bien S,—-~ (1) f(1).
TEORENA.— ST la sucesiin de sumas parciales

- -
S, = Z izl

|
converge fuertemente hacia una funcion § ) los coeficientes ¢y son los de Fourier
de la funcion {(1).

En efecto, para # < se verifica:

6

b
[aw[rm—s.]ae = [riamar—c

a

y aplicando la desigualdad de Schwarz a la expresion anterior resulta:

» | ¢ 18 i
}j 54 (r;[_/‘u;—s,(_z,]d; - [;f(f)dt ? ,f[/(/)—s.r:)]"’dt:"’ =|/lt) — Sult); <&
|u e i a \

luego

[ | &
!
ff(t);;.(()dt—c:.]--»cw “ 0 sea [f(t)a_u(f)dt:c;,

o

Imponiendo Ja condicién de ser cerrado el sistema Vo (£)! demostraremos
mis adelante el reciproco de este teorema.

12. 2. La aproximacion 6ptima.

Sea f(z) una funcién pertencciente a L2 y {2, (4! un sistema ortonormal
en L?: Formemos las sumas

£

—
S” (i) = 2’ HED ).

=1

Fijado #, el problema consiste en determinar 4,, %, ... 1., de manera que sea
minima la funcién
&

F(;l.-;,...~;,.\=f[f(l)-Sn(f)]2‘“
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Este problema tiene la misma solucién que el andlogamente planteado en
el campo de las funciones parcialmente continuas, es decir, que la aproxtmacicn
dptima la dan los coeficientes de Fourier. I.a demostracién es la misma de (5. 2).
Como alli se llega a la desigualdad de Bessel:

”n

I}
Flicyeon=[rr0ar— Deizo [1)

f=1

Si S, () converge fuertemente hacia f(¢) la expresién anterior tiende a cero
y, por consiguiente:

5 w
tdi= S
afj Wdt ;:c,

De lo desigualdad [1], vdlida para todas las funciones del espacio L? se
deduce

4 ”
ff’(t)dtch?

F=1

Lo que nos permite formar inmediatamente series trigonométricas que no
son series de Fourier de funciones pertenecientes al espacio L?. Basta tomar

®
.« . 2 .
los coeficientes C; de manera que E ¢; sea leergente-
fom]

o0
. N ¢ . .
Si Z ¢ es convergente, la sucesién de sumas parciales
7=1

»

Sa ()= D ¢;0:0)

i=1

converge fuertemente, puesto que

ISmin=Sall=|/ Dlet<e

i=n-+1

TEOREMA.—S7 3‘?1’ (t)% es un sistema ortonormal, cerrado rvespecto a 12 y
f(t) € L2, siendo c; sus coeficientes de Fourier, se verifica:

b
lim f[f(t)_s”(,)]‘zdf:o

Stendo

"

Sa(®) = D ci9:()

i=1

es decir, las sumas de Fourier convergen fuertemente hacia f(x).
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En efecto, por hipétesis dado ¢ >0 se puede determinar un sistema de
nameros &, &, ... &, tales que

A —Eroy+Eiget o FEnpnl <l

pero como las constantes de Fourier ¢; dan la aproximacién 6ptima, se tendra:

||2m<t> s =

i=1 |

1—1

o) —r )] <
|

y por consiguiente:

Lim Z cior )=/ () c. q. d.

g

Sifos ()] es un sistema ortonormal en L? y d; las constantes de Fourier
de una funcién g(f) € L%, la diferencia

rE =g — D dig:

i==1

es ortogonal a todas las funciones ¢; (f) del sistema, puesto que

f[gf)—';

a' oo, )dt=| g o; VAt —d; cp'(t)dt—d,—d =o0
nlainsc= f f

f=1,2,...7)

Reciprocamente, si % (¢) es ortogonal a todas las funciones ¢; (¢), los &; sonlas
constantes de Fourier de la funcién g (#, y dan la aproximacion optima en el
sentido de los minimos cuadrados, pues si

¢
_—.f g(t)-—ch(, I)]u,(f)a’z‘:f O o;()dt —d

=]

se verifica:

b
dizfg(t)c_pi(t)a'f G=1,2,...7)

Esta propiedad vale, aunque al sistema 3‘?" (t)% no sea ortonormal, como
demuestra el siguiente

TroREMA.—S7 31} (t); es un sistema de n funciones cualesquiera pertenecientes
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n
1 . .y , . . ,oe
al?y Z di i (t) da la aproximacion dptima en el sentido de los minimos cua-
i=1
drados, la diferencia

g — Z d; f; ()= h (@)

f==1

es ortogonal a todas las £ (t) y reciprocamente.

Supongamos primero que el sistema sea linealmente independiente.

En este caso, el método de Schmidt permite formar un sistema de » funcio-
nes 3(9, ( ) ortonormal, combinacidn lineal del anterior, y % (#) se transformard en

=gt — D'ee ®)

i=1

y como | £(#) || es minimo por hipétesis, en virtud de lo visto anteriormente
ha de ser % (¢) ortogonala o;(#) ({=1,2 ... %) y por ser éstas combinaciones
lineales de las f; {¢) resulta % (/) ortogonal a f;(?) (i=1,2,...,%).

Si en el sistema gf,- (t)g solamente hubiese p funciones linealmente indepen-
dientes f (#), f2 (8) ... fp(t) y las » — p restantes fuesen combinaciones lineales
de éstas, por el procedimiento de Schmidt deduciriamos p funciones ortonor-
males @, (£), 3, (?) ... 3,(f) transformédndose % (#) en

)
re)=g0— D' a:pi)
=1
Por la condicién de ser minima % (¢) serd ortogonala () ... &,(¢) y por
consiguiente a cada una de las funciones del sistema %f,- (t)g.
Hemos probado que es condicién necesaria para que sea minima la expresion

F(x,...x,,)**f &) — Ex, (t)

=

a

que se verifique

i=1

14 "
f[g(z‘)——Zx,'f;(l)]f,s(f)dt:o (f=1,2,.,.2) [1

Llamando

b

b
fS’(/)fk Hdi=gr =, ff,(i)f/e Hdt=ar

a



las condiciones [1] se reducen a las
Za.-kx,:gk (=1,2,.., 1) [2]
f=1
Este sistema es resoluble respecto a x; pues si el determinante

A=jlapllfo

evidentemente hay un sistema unico de soluciones y si A=o0 hay una fila
que es combinacién lineal de otras varias, es decir, existe una relacién del tipo

Naig+paij+ ... +Eai=o f=1,2,...1n) (3]
y vamos a demostrar que también se verifica:
hgetvgi+ ... +Egr=o

con lo cual quedard probado que el sistema [1] es compatible.
Sea

LEe) =A@ Fusi@)+ ... +£/0)

multiplicando por f; (¢#) e integrando se tendré:

& b
[roved= [ro(uro+es0+ .. +en0)a =

=\a;z+pa;;4...+Eaur=o0 (f=1,2,...2)
pero

14 &
f[, (Hdt= [L #) [lfk 474 ... +'&f1(l)] dt=o

a

luego ha de ser L (f) == o en casi todos los puntos de (a, ).
Multiplicando ahora L () por g(#) e integrando tendremos:

b
o::j Linghdt=rgitvg,+...4Etg

con lo que queda probado [3] v, por consiguiente, que el sistema [1] es compa-
tible también en este caso. Si A == o la solucién de [1] es tinica. Vamos a ver
que también lo es aunque A = o0,

ReEv. pE 1A REaL AcapeEmia pe CIEncias.—1048.



En efecto, supongamos que existiesen dos’ sistemas de soluciones

’
Ky, Xy s Xy
mn ” ”
X1y Xg, y Xy
las difercncias
G — B
verificarian la relacién
"
a;ht;=0 #=1,z2, 7)

y también
O sca
” »n ” b
S Z ff(t)m)dt_ affkmz,,f,(z) dr=
k=1 =1 2 i=1
b n n b ”n
=f[ > ssit) Dusifar=[| Dane| ar=o
a k=1 i=1
luego

i' Er S (8) =

ko]

es casi todo (4, 4), lo cual quiere decir que los dos sistemas de soluciones dan
el mismo valor para la expresién

”

Z xa fr ()

A=1

¢s decir, que las dos soluciones son la misma.

Vamos a demostrar ahora que la condicién [1] es suficiente para que sea
minima la funcion T (xy, 5 ... ).

Supongamos primeramente A == 0. Podemos entonces deducir del sistema
}f;(z‘)g otro gq;(t)% ortonormal en (a, §) mediante combinaciones lineales.

Sustituyendo los valores de /; (f) tendremos:

Flsy . x»-f[g«)—Zy,cp, O] 22 =0 (30, 30, 30

=1



siendo

n=dnxtdyxet oo Fdnpanloy=cpnntonnt oo nom
Y= By 205 + oo dug X | 2= Coa Yot oo A Cny ¥n

|
!
|
B T e .

i .
A= Ay X Xy = Cnn Yn

Si D(yy, Vay «..y ) €5 minima también lo es F (x;, x,, . 7., 1,) ¥y recipro-
camente. Ahora bien, hemos vislo que es condiciéon suficiente para que
O {(y,......7,) sea minima que se verifique

4
yiz‘/g(l}c;,(l)dz‘ (f=1,2,...7)

de la que deducimos los valores de 1, ... x, mediante las férmulas de trans-
formacion; pero esta solucién ha de verificar [1] y como la solucién de este sis-
tema [1] es Unica resulta que es condicion suficiente que se verifique [1] para
que sca minima la funcion T (x, x, ... x,).

Si A =0, es decir, si hav p funciones linealmente independientes

i) g @) (1=<p <,

y las # — p restantes son expresables mediante aquéllas, consideremos la
funcién
b
F*(x,, a9, .. xp)———f[g(f)——

a

2
£,

xifi@)at

...
I
A

y determinemos el sistema
.X'T' x;- o x;

que hace minimo F*(xy, ... Zp) como

”

Z‘ wp filt) = i‘ x; [ ()

f=1 i=1

elsistema 2%, 3, ... 2}, 0, ... 0 hard minimo a T (v, ,, ... x,) y aplicarido
el razonamiento anterior se ve que también en este caso las condiciones [1] son
suficientes para el minimo de ¥ (x,, %o, - -, ¥a).

Se puede también calcular el minimo de F sin necesidad de pasar a un sis-
tema ortonormal.



Si A, & o, sera:

g = -—1 (A=1,2, ... 7)

siendo A’ el determinante que se obtiene al sustituir en A la columna K

POr £9y82y - &n-
Obtenemos asi:

b 4 "

minF (s mi= [[e0= D mpnofdr= [g0[e0) ~ D uisio)dr=
,, fes1 ‘2 =]
4 ” 6 ”n "
=[g8(t)a’l—-2g,-x,-= [gz(l)df———i-‘Zg,'Ai.—_go———A—’——-ZAigiz
" =1 e = " oi=1
! o 81 eer g
__nl_jglvaue-“,ax” =,_ﬂ}ig.f1_,-~-,fn)
A TP Ceeaeaes G(fy oo fn)

(Continunard).



