Calculo de diferencias

por

JULIO REY PASTOR

CAPITULO 1

(Continuacion.)

4. Funciones exponencial-circulares.

Las funciones sen x y cos .x estdn caracterizadas por las ecuaciones:
m=an-+po, v=uep—fu [24]

y estas mismas, donde los indices representan diferencias, definen las
funciones correlativas. Sin entrar ahora a deducir la solucién general, se
comprueba inmediatamente que las satisfacen las expresiones:

[F [f"
u=e - senbux, v=e . cos bx
siendo @ = a, b = § para las ecuaciones diferenciales, y siendo en cambio

| i i
1+a=¢e-.cosbh, f=e.senbd

para las ecuaciones en diferencias.

Las derivadas v diferencias de estos dos pares de funciones correla-
tivas estdn dadas por las expresiones anteriores perfectamente correlati-
vas; pero no lo son en cambio de si mismas sen bx y cos b, pues al caso
particular @ = 0 corresponde la funcién circular-exponencial de parame-
tros ligados por la condicion (1 + =)* 4+ (2 = 1. |

Las diferencias de las funciones circulares sen (bx 4 ¢), cos (bx + ¢),
pueden obtenerse también con regla parecida a la de derivacion, pero multi-

. b . 1

plicando por el factor constante 2 sen o € incrementando x en 9

Véase la tabla de diferencias de varias funciones que incluiremos
después,
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§ 5. FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS
|. La funcidn exponencial.

Es correlativa de si misma la funcion p - @ ", pues su derivada y su

diferencia se deducen de ella multiplicindola por una expresién, que en

Aw
uncasoesla - Duyenelotroesa  — 1.

En particular, son correlativas las funciones ¢" vy 2*, pues la derivada
de la primera es ella misma y lo mismo sucede a la diferencia de la se-
gunda.

La subtangente en la grifica de e' y la subcuerda en la grafica de 2
son constantes e iguales a 1, es decir, la tangente en cada punto, o la
cuerda que lo une con el siguiente, cortan al eje de las v+ en el punto de
abscisa inferior en 1.

Veremos que ambas funciones (que [lamaremos exponenciales nafura-
les) se comportan de modo perfectamente correlativo en sus desarrollos
en serie, etc.

2. Las funciones lx y hx.

Asi como la funcién Lr se puede introducir mediante la integral de 1/.x,
correlativamente se puede definir una funcién, que designamos por hx,
como suma de fracciones 1{x; pero tal definicion sélo'serviria para valores
naturales de x. Daremos una definicion general que vale también para va-
lores cualesquiera, reales o complejos (con excepcion de los enteros ne-
oativos), v que es la siguiente:

pr=tim (14 5+ + ) - (F+5++ 31|

i ol

Para x natural: a = m, resulta, reduciendo las fracciones de denomi-
nadores /m a n y pasando al limite:

=1+ g+ g+ 4k [2)

Tomando logaritmos en la expresion de Gauss que define la funcién
I' (x) y recordando la definicion de la constante de Euler: 1=0,577215... (%)
resulta después de tomar logaritmos y derivar:

DIT'(x) = hx —1.

(*1 Anclisis alrebraico, 27 ed, pigz, 392,
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Esta derivada logaritmica, o sea I" (x) : I' () suele designarse por la
letra 'I', de modo que entre ambas funciones existe la relacion simplicisima:

he =" (1) +1: 3]

pero usaremos la funcién ha, que es la correlativa de Lr.
Introduciendo la constante de Euler, resulta la nueva expresion:

. ] 1 1
hay = — lim (— + s — _|ﬂ) _E_T [4]
o T *11 e

Evidentemente, para valores reales de x desde 0 a oo la funcion hx
es creciente desde — o0 a — w.

3. Las funciones h'" x.

; e :
Puesto que & hx = —, si derivamos m veces resulta:

m! :
R y 4 h(x4a)=(—1) =

m m
Ah x=(—1 [.t‘_—|—_ﬂ]m+1 [5]

De estas funciones h™ (x) = ¥™ (x), la 1" (x) fué estudiada por Gauss,
quien la designaba por ¢ (x); y todas ellas son instrumento necesario en
Cilculo de diferencias, como veremos.

El desarrollo de y (x) resulta inmediatamente del de h (x) y es:

IR T i
R=N=mt gyt ere T [6]
y en general:
Im m—1 1 | 1 _———I— - -
h {Jj:{-]] m![IIJ’+I T{:—E—I}m'i 1 + (x i_g}m—!—l o} ][ﬂ

siendo todos validos para cualquier valor no entero negativo de .,
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§ 6. DERIVADAS Y DIFERENCIAS DE PRODUCTOS Y DETERMINANTES.

1. Derivadas y diferencias de productos.

La diferencia
Apwvw.=u(x+D)o(x+1) w(x+1) — u(x)e (x) w(x)

se calcula comodamente incrementando sucesivamente la variable en una,
dos,.tres funciones, es decir, sumando y restando los productos en que-
sOlo estd incrementada una o dos funciones, y asi resulta:

Appw=w (De(x+DNw(x+D)Ftuenr(Dw(xr+ 1)+
+ u () o (x) w! (x).

La diferencia de un producto es la suma de los productos obte-
nidos incrementando cada funcion y la variable en las que le siguen.
Cuando el incremento se hace infinitésimo, resulta la regla usual de

derivacion.
(Mras veces puede ser mds comoda esta otra regla que resulta inme-

diatamente desarroilando la expresion:
A gow = (u + ub) (v + oY) (w + w?!) — uvw.

La diferencia de un producto es la suma de los productos obte-
nidos incrementando de fodos los modos posibles los factores.

Por ejemplo:
A now = wow + u'w + wow’ + ol + et + olw 4 dolwt.

Para incremento infinitésimo, (inicamente quedan los términos en que
estd incrementada una sola funcion, resultando como limite la derivada.

2. Derivada y diferencia de un determinante.

La diferencia resulta de dos modos distintos, completamente analogos
a los que se han aplicado en el pdrrafo anterior.

Si se incrementa la variable en una columna o en una fila, después en
dos, luego en tres, etc., resulta:



| iy Uy iy ' () ius' (x) st () |
a |0y 0 5'3!=! oy (x 1) pp(x1) ﬂaf-f‘l'l]:“f'
lwywaws|  |w (X1) wy (b 1) ws(x4-1) |
iy (x) uy () uy (x) u (x) ug(x) ws(x) |
o' () el @+ e () o) |
(D w1 wa (x4 1) ! (4) wy (¥) ' () |

y en general: La diferencia de un deferminante es la suma de los de-
terminantes obtenidos incrementando una fila y las variables de las
filas siguientes.

O bien, si en vez de u (x + 1) se pone u + u', y se descompone el
determinante en suma de determinantes de elementos monomios, resulta:

La diferencia de un determinante es la suma de los deferminan-
tes obtenidos incrementando una, dos,... filas de todos los modos
posibles.

Reglas andlogas valen para las columnas.

Ejemplo:
Uy Us Uz pludus | | wy s s My, Uy Us Uy Uy g

Al vyogos|=| vy 0 08|+ |00 0t || 0, 0 05|+ | o0 o' 05 |+
Wy 0y Wy | iy We Ws | | w iy 0y w' wy st | wy! wy wy!

Lyt g e uy! ws' utg' | ' el ugl |
T R B ol PR 1 +| o' vy o
|

. i
ﬂ-:l[ wgl H.i'31| mt wg H.Jal w.' H-Ji,l wsll

3. Derivadas y diferencias sucesivas de un producto.

Aplicando la primera de las reglas para incrementar un producto, re-
sulta:

A up = ue' + uv,
y aplicada reiteradamente, resulta la férmula general:

i

1 i
NMav=u-0 + M a-0, + w0y +-+u 0

conviniendo en poner un subindice 1 cuando la variable estd incrementada
en 1, y en general n, si la variable estd incrementada en n.
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Aplicando la segunda regla dada en el parrafo anterior (1) se obtiene
otra expresion para la diferencia n-sima de un producto, que el lector pue-
de deducir como ejercicio, y lo mismo las correspondientes a la diferencia
n-sima de un producto de cualquier nimero de factores y de un determi-
nante, resultando expresiones simbdlicas andlogas al desarrollo de la po-
tencia dé un polinomio, que no interesan para nuestro plan.

Como limites de todas ellas resultan las conocidas reglas de derivacion
de productos y determinantes.

§ 7. TABLA DE DIFERENCIAS

Para los desarrollos sucesivos es 1itil una tabla de las funciones de uso
mds frecuente, de las que se deducen muchas. otras sin dificultad.

Funciones Diferencias
(e . ) rit—
X (m numero real o complejo) mx |1
[I;) — {:jm} . {.HI{I:II = (1'—':;: ; I} [2
(-0 " » m(—x—1) """ 3]
1 —
. - . _ 4
JI.'“" {-r + ]}[m 1 l ]
1 m
R » +1 (5
(— ) m e .r}lm (5]
1_m-::
.1'm”=.r{.1'-}- oes{rtm—1) m- = 6]
a* a” (a— 1) L7
ﬂ.l-'
. X - n 1-”
- a (ar—x—1):x 8]
. i
a a(a—x—1) (9]
: x 1 —a+=x
( : % bl 10
a’ a ==y [10]

aV=a@+1@Fr—-1a atr—1 (11}
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RETH X a [13]
. : | [
sen (@.x + b) 2 sen % . COS [ﬂ (1< _‘E.) + g,] [14]
cos (a.x -+ b) — 2 sen ff Sern [r.‘r (x—+ ‘E) + ,5] [15]

tg (ax +— b) sena-sec lax+0) seclax+1-+6) [16]
=tga-|1+tglaxr+Dtglax+1-+5)]

ctg (ax - b) —sena-cosec(ax-+ &) cosec{ax—-1-+6) [17]
= —iga |l +ctg(ax+b) ctg(axr+ 1+ b))

arcte a I+b arct _ﬁilrf."_—_fﬂ__
£e v 1e¢ EAEFBr+C [18]

A=1-4 a? B=2c+14a*12abh, C=cle-F1)4+abb+1)

¢" sen (a.x--b) 2 sen % ¢ cos (ax-t —é -+ &) + 9]
+ ¢t (e—1) sen (ax+ b)
r I 1 A e 1 -
1 b —9gen. 2 .~ P
¢ cosfax—+Db) sen 5 ¢ sen(a .xv -+ 5 4 8) 4+ [20]
~ctle—1) cos (ax + b)
clg 2 a : B [21]
2 “ctg2 'a o T tg2 Ta [22]
(2" sen2™ * a )ﬂ 7 oA [23]
(2™ *cosec® *a) =4 ¥ tgue g Ty [24]
(-3 "cos3a (-3 " 4cos* 3’ a [25]

I'(x+a) y:lrt+a—1) [26]



(x+a)!

I'(—x-+ a

(—x+a)!
res -

I (1)
¢ 4 b))
(Lx 4a) !

1T (x4 a)

I (— x4 a)!
ihCadeay

¢ T (x—ap

I (xr— ap)

y.lex 4 bec--¢c —=1)
l(x 4+a—1)
1(xr+a)

—l(—x+a)
—l(—x4+a—1)

y-[I(x—ap—1]

[l (x—a)”'—1]

(27]
(28]
[29]
[30]

[31]

[33]
[34]
[35]
[36]

(37]

[38]



