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RESUMEN

La mayor parte de la actividad humana y, de manera
muy especial, todos los temas de la Ciencia y la Tecnolo-
gia, se basan en la utlizacién de modelos matemiticos de-
terministas que describen como se rigen los fenémenos
naturales. Sin ese cardcter determinista, incluso nosotros
no existirfamos. La parte de la matemdtica denominada Sis-
temas Dindmicos sirve para entender el comportamiento
observado y predecir o bien demostrar por qué no pueden ha-
cerse buenas predicciones cuando se estudia un cierto fe-
némeno. Siguiendo ideas que se remontan, como mini-
mo, a Henri Poincaré, en los tiltimos treinta anos se ha
descubierto que la falta de predecibilidad o caos no es de-
bida al uso de un modelo matematico inadecuado, sino que
es intrinseca a la misma naturaleza de las leyes determi-
nistas. En estas notas se van a exponer las causas del caos
en los sistemas deterministas, cdmo entenderlo de forma
geométrica simple, sus consecuencias y, por tltimo, cudl
es la razon de su omnipresencia en mayor o menor cuan-
tfa en todos los fenémenos de la naturaleza.

INTRODUCCION

El conocimiento de las llamadas leyes de la naturaleza,
que rigen los sistemas fisicos (y, por tanto, también los
sistemas biolégicos) ha sido posible gracias a la observacion,
experimentacion y modelizacion. Es en este tltimo punto
en donde las medidas de distintas magnitudes efectuadas
durante los experimentos u obtenidas de la observacion,
se relacionan mediante férmulas matemdticas. Dichas fér-
mulas pueden ser intuidas por cientificos clarividentes,
sugeridas por consideraciones tedricas o por analogfa con
hechos similares.

Tipicamente, cuando estudiamos fenémenos dindmi-
cos (esto es, en los que las diversas magnitudes evolucio-
nan con el tiempo) esas férmulas se expresan mediante las
llamadas ecuaciones diferenciales, que nos dan la velocidad
de variacién de las magnitudes con el tiempo en funcién
de los valores que toman las mismas en cada instante y,

eventualmente, del propio tiempo. Se estd postulando asi
un determinismo en la evolucién de la naturaleza o del fe-
némeno estudiado. Si el modelo es suficientemente fiable,
un puro razonamiento matematico (con la eventual ayu-
da del ordenador) debe permitir predecir el estado del sis-
tema a partir del estado en un cierto instante de tiempo.
Si la prediccidn no se ajusta a la realidad (como sucede a
menudo, por ejemplo en meteorologia, en las prediccio-
nes sobre la evolucién de la poblacién mundial o en lo
que se refiere a cudndo y con qué intensidad se produce
cierta lluvia de estrellas) estaremos inclinados a creer que ¢/
modelo no es correcto o que tiene tal complejidad (es decir, tan-
tas variables interdependientes) que cualquier intento de
describirlo en términos matemdricos va a resultar fallido.

La importancia de la mal llamada teoria del caos radica
en que muchos sistemas, aun extremadamente simples, ma-
nifiestan una notable inestabilidad intrinseca cuyo efecto
puede describirse como enorme amplificacion de pequenios
errores iniciales. En lenguaje matemdrico se habla de de-
pendencia sensible a condiciones iniciales, que es el térmi-
no correcto que habria que utilizar en lugar de teoria del
caos. En cierto modo, el sistema, aunque se admita que es
determinista, se comporta de manera que parece aleatorio.
Diferencias en el estado inicial, menores que la precisién
de las medidas, tienen efectos importantes. Asi pues, mo-
delos muy sencillos pueden dar lugar a dindmicas apa-
rentemente complicadas e impredecibles (al menos par-
cialmente).

Sin embargo, los esfuerzos realizados en las tltimas dé-
cadas, basados ya en la obra pionera de Henri Poincaré,
han permitido entender gran parte de esa dindmica cad-
tica, y sentar las bases y la metodologfa para avanzar en la
Colnpreﬂsiéﬂ. Una hcrramicnta Csenciﬂ] Consiste ¢n con-
siderar la evolucién de un sistema como una curva reco-
rrida a lo largo del tiempo en el llamado espacio de fases.
De esa forma, problemas dindmicos se pueden interpretar
y entender desde un punto de vista geométrico. El papel que
han desempenado las técnicas numéricas y grdficas imple-
mentadas en ordenadores, como una herramienta experi-
mental mis, ha sido y es sumamente importante, siem-
pre que se verifigue, contrastando con la observacién
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auténticamente experimental, la fiabilidad del modelo uti-
lizado.

A lo largo de estas notas se van a exponer las causas del
caos en los sistemas deterministas, cdmio entenderlo de for-
ma geométrica simple, sus consecuencias y, por ltimo,
cudl es la razon de su omnipresencia en mayor o menor
grado en todos los hechos de la naturaleza. Las inestabili-
dades locales junto a la realimentacion del sistema debida
a términos no lineales, son la clave para la comprensién del
€aos.

El «redescubrimiento» por E. N. Lorenz, para sistemas
disipativos, y por M. Hénon y C. Heiles, para conserva-
tivos, de la existencia de regiones de dindmica cadtica ha mar-
cado el dltimo tercio del siglo XX. El hecho era conocido
por algunos matemdticos que trabajaban en Sistemas Di-
ndmicos siguiendo la linea de pensamiento iniciada, bdsi-
camente, por Poincaré. También, de forma empirica, por
experimentalistas que, no hallando explicacién razonable
a los comportamientos observados, lo atribufan a ruido
aleatorio en el sistema.

Por una parte, los modelos deterministas eran cuestiona-
dos. Por otra, se tomaba como paradigma que modelos sen-
cillos deberfan tener comportamiento simple y que la pre-
sencia de dindmicas complicadas no podia ser debida més
que a modelos complejos. La evidencia y el andlisis mues-
tran hoy que la situacién es muy distinta, y que la com-
plejidad de la dindmica tiene que ver con la estructura geo-
métrica del espacio de fases, independientemente de que el
niimero de variables involucradas sea 3 o 3 millones.

El papel preponderante que desempefian los términos
no lineales en los modelos matematicos sirve también para
poner en guardia sobre extrapolaciones respecto a otras si-
tuaciones conocidas. Esas extrapolaciones pueden ser to-
talmente injustificadas y llevar a conclusiones erréneas.
Ello es especialmente sensible en temas que afectan el fu-
turo de la Humanidad. La contaminacién, la evolucién cli-
mética, la insuficiencia de alimentos o la superpoblacion,
por citar algunos temas candentes, deben estudiarse de
forma profunda y rigurosa. No hay que dejarse influir por
catastrofistas ni hay que actuar con comportamientos in-
conscientes. Los esfuerzos deben centrarse primero en com-
prender las posibles evoluciones y las causas de unas y
otras, para poder actuar de la mejor forma posible. En-
vueltos en polémicas estériles, no parece que se avance en
absoluro en la direccién correcra: la que marca la com-
prension y andlisis del problema.

Las figuras 1 y 2 corresponden a simulaciones del llamado
modelo estacional de Lorenz de 1984 (Lorenz 84 season mio-
del). Este describe, de forma muy esquemitica, algunos de
los mecanismos que influyen en la climarologfa de la Tie-
rra cuando se tienen en cuenta las variaciones con las dis-
tintas estaciones. El modelo depende de diversos pard-
metros. En la figura 1 se muestra una solucién periddica
estable. Ligeros cambios en los pardmetros llevan a casos,
como en la figura 2, para los que la situacién es cadtica.
En esa figura se muestra una proyeccién, en dos dimen-
siones, de los puntos que representan el estado del sistema
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a intervalos de tiempo regulares. Aunque ahora se tiene una
fuerte dependencia de la evolucién del estado del sistema
respecto a las condiciones iniciales, se observan rasgos en
comuin en las dos figuras, como si la dindmica cadrica se
obtuviera ensanchando y difuminando la dinimica regular
anterior. Existe un esqueleto geométrico en comuin en las dos
figuras, formado por érbitas que no son visibles en las
mismas (de hecho, se trata de érbitas inestables).
Podemos formularnos la siguiente pregunta: El hecho
de que existan comportamientos cadticos en sistemas in-
cluso muy simples, y que en sistemas que dependan de
varios pardmetros existan valores de los mismos para los que
una cierta componente cadtica aparece de forma inevita-
ble (las lamadas rutas hacia el caos), ;es bueno o es malo?
La respuesta es muy sencilla: simplemente «es». Las co-
sas son asf y, en principio, no cabe atribuirles ninguna ca-
racteristica de «bondad» o «maldad». Lo importante es
que hayamos reconocido su existencia y podamos obrar en
consecuencia. En realidad, si alguna cualidad cabe atri-
buirle, es la de bondad. En efecto, se abren mds posibili-
dades cuando la dindmica es mds rica. Sabiendo cémo y por
qué sucede una cosa, estamos en condiciones de aprove-
charla o de prevenirla. Existen actualmente distintos pro-

188




LA OMNIPRESENCIA DEL CAOS

cedimientos para controlar o estabilizar el caos. Por otra par-
te, diversas misiones espaciales se han disefado usando
una especie de billar césmico que se basa en las mismas
ideas geométricas que permiten la comprension del caos.
Desde el punto de vista industrial, una dindmica caética
puede permitir, por ejemplo, efectuar mezclas de sustan-
cias con un coste energético mucho menor.

En resumen, lo que ha salido reforzado es el conoci-
miento. Este es, precisamente, el punto clave que se in-
tenta transmitir con el ciclo de conferencias del que for-
ma parte la presente exposicién. En las notas que siguen
a continuacién se transcriben y amplian las ideas esen-
ciales esbozadas de forma oral, utilizando la misma linea
expositiva.

LOS FENOMENOS QUE SE CONSIDERAN

Los fenémenos que son susceptibles de estudiarse me-
diante modelos matemdticos son muchisimos, pero no to-
dos. Abarcan pricticamente todas las dreas de las ciencias ex-
perimentales y de la tecnologia, esto es, todos los fenémenos
en los que se sigue una relacién univoca de causa a efecto.
Si sometemos una viga apoyada en sus extremos a ciertas car-
gas, va a flexar de cierta forma perfectamente bien defini-
da. Para simplificar, podemos ignorar (o, de forma mds co-
rrecta, estimar y, si es adecuado, menospreciar) efectos como
la heterogeneidad del material de que estd hecha la viga,
los efectos de fatiga, las irregularidades locales, el cambio de
las propiedades mecinicas debido a efectos térmicos, etc.

Por el contrario, ciertos fenémenos econémicos, socia-
les 0 de conducta de organismos vivos pueden #o ser ob-
Jeto de estudio matemdtico bien definido. Ello puede ser de-
bido a ignorancia o a una imposibilidad prictica de conocer
todas las causas que influyen en el fenémeno. En el ejem-
plo de la conducta, el conocimiento de las estructuras ce-
rebrales del organismo, la totalidad de experiencias que
ha vivido, su estado fisico, etc., posiblemente podrian ayu-
dar a entender su comportamiento, pero su prediccion
precisa me parece (jafortunadamente!) no factible.

Volviendo a fenémenos mucho mds simples, relaciona-
dos con propiedades de la materia inerte, el primer paso
que hay que dar para poder matematizar un hecho fisico
es detectar ciertas magnitudes que lo describan de la ma-
nera mds completa posible. En casos sencillos, como el
movimiento de los astros del sistema solar, una primera des-
cripcion se obtiene con el conocimiento de la posicién y
velocidad de su centro de masas en cierto instante de tiem-
po. Un detalle mayor requiere ¢l conocimiento de su orien-
tacién, como cuerpo sélido, su forma, los materiales que
lo componen y las propiedades mecdnicas de los mismos, etc.
Una vez aisladas las magnitudes relevantes (en ese ejem-
plo considerariamos posicién y velocidad) hay que me-
dirlas. La medicién precisa puede no ser una tarea ficil.

Si queremos medir dénde estd y con qué velocidad se
mueve el centro de masas de la Luna respecto al centro
de masas de la Tierra, nos encontramos con que se trata

de magnitudes no accesibles directamente. Habrd que me-
dir la distancia desde cierto punto de la superficie de la Tie-
rra a cierto punto de la superficie de la Luna, intentar es-
timar las posiciones de dichos puntos respecto a los
respectivos centros de masas, teniendo en cuenta incluso
las deformaciones de las cortezas debidas a efectos de ma-
rea (menores en terra firme que en los mares, pero presentes
en todo caso). La velocidad no se podri medir tampoco
directamente (mediciones Doppler pueden permirir
conocer la velocidad radial de un punto respecto al otro,
pero eso no es mds que un dato parcial). Habrd que me-
dir distancias en distintos instantes de tiempo, tener en
cuenta la rotacién de ambos astros alrededor de sus
respectivos ejes, etc., para poder deducir las velocidades re-
queridas.

Solventadas todas las dificultades, al menos con el gra-
do de precisién que se necesite, estamos en condiciones de
caracterizar el estado del sistema estudiado. Ello nos lleva
de manera natural al siguiente punto.

EL ESPACIO DE FASES

A partir del momento en que somos capaces de medir
las magnitudes que caracterizan el estado del fenémeno que
queremos estudiar podemos, desde el punto de vista abs-
tracto, prescindir del problema fisico y concentrarnos en
su representacion, esto es, la coleccion de valores numéri-
cos obtenidos a partir de la medicion.

Un estado queda descrito por un cierto instante de tiem-
po (el instante en el que hemos medido o para el que he-
mos sido capaces de deducir el estado) y un punto de un
cierto espacio, que puede ser R” o un subconjunto del
mismo. Aqui » serfa la dimensién del sistema. En el caso
del movimiento de la Luna alrededor de la Tierra la di-
mensién es 6, tres componentes de la posicién y tres de
la velocidad. Ese es un ejemplo sencillo en que la dimen-
sién es finita. Casos mds complejos en que la dimensién
no es finita aparecen de manera natural cuando el fens-
meno estudiado queda caracterizado por cierta magnitud
o magnitudes en todos los puntos de un cuerpo. Por ejem-
plo, un problema térmico requiere el conocimiento de la
temperatura en todos los puntos de un cuerpo. Aqui el
dato no es un valor (o valores) numérico, sino una funcién
definida en cierto dominio, el dominio ocupado por el
cuerpo. Se trata asi de problemas de dimensidn infinita. Ob-
viamente, aun en ese caso, el nimero de medidas que to-
memos serd finito, lo mismo que la representacion del es-
tado en un programa de ordenador, pero habrd que ser
consciente de la verdadera dimensién del problema y es-
tudiar cuidadosamente cémo acotar los errores cometi-
dos cuando intentamos estimar el valor de la temperatu-
ra en un punto en el que no se haya efectuado la medicion.
Los problemas de meteorologia son un ejemplo de pro-
blemas en dimension infinita. Las magnitudes que carac-
terizan el estado son temperatura, presién, humedad, com-
posicion, etc., en los puntos de la atmdsfera.
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Seguimos la exposicion restringiéndonos al caso de di-
mension finita. El conjunto de los valores numéricos que
representen todos los posibles estados del sistema se de-
nomina espacio de estados o, siguiendo la terminologfa cli-
sica, espacio de fases. Toda evolucién del estado del siste-
ma tiene su reflejo en una evolucion en el espacio de fases,
y la variacién a lo largo del tiempo puede ser vista como
una curva en ¢l espacio de fases. Esto es muy convenien-
te por lo siguiente:

* La descripcién de la evolucién de un fenémeno se
puede hacer de manera geométrica.

* En la fase de estudio matemitico del problema po-
demos prescindir del fenémeno concreto, unificando
asf el tratamiento. Conceptualmente, problemas de ci-
nética quimica, de movimiento de astros o de fun-
cionamiento de un circuito eléctrico no presentan
ninguna diferencia entre si. Ello permite obtener re-
sultados de validez general.

* Se pueden considerar simultdineamente rodos los po-
sibles comportamientos del sistema. En particular, se
puede estudiar el efecto de pequefios cambios en los
datos iniciales para ver su influencia al cabo de un
cierto tiempo. Asf pueden detectarse ficilmente cud-
les son las causas que originan efectos aparentemente
caoticos.

* Es posible ampliar el espacio de fases para que contenga
puntos que no representan ninguna situacion flsica real,
pero cuyo conocimiento puede permitir comprender
comportamientos que, de otra manera, parecerian
inexplicables. Ello puede requerir la inclusién de ca-
sos limite o singulares, de valores complejos o la con-
sideracién del tiempo como una variable compleja.

MODELIZACION MATEMATICA

Consideramos fenémenos que evolucionan con el tiem-
po, siendo las soluciones estacionarias o estados de equi-
librio un caso particular de los mismos. El problema de
la modelizacién consiste en describir cudl es la velocidad
de variacién, respecto al tiempo, de un estado dado como
funcién del propio estado y del instante de tiempo con-
siderado. Admitir que esa funcién existe significa admi-
tir el determinismo. Un lector puede no estar de acuerdo
con esta premisa. Afortunadamente para él, sus células
st lo estdn. Si las reacciones quimicas que tienen lugar en
ellas fueran arbitrarias, no podrian cooperar para dar lu-
gar a un organismo pluricelular, o incluso desde el pun-
to de vista celular la vida no seria posible. Si el estimulo
recibido al ver impresa una letra «a» fuera arbitrario, la
lectura (y, por extensién, todo tipo de aprendizaje) serfa
imposible.

La influencia de causas externas al fendmeno estudiado
puede hacerse mediante esa dependencia temporal o bien,
si asi se requiere, considerando un sistema mds amplio
en el que el fenémeno sea mucho mis global. Por ¢jem-

plo, el movimiento de la Luna alrededor de la Tierra pue-
de ser estudiado suponiendo conocidos ¢l movimiento
del centro de masas del sistema Tierra-Luna respecto al
Sol y también los movimientos de los planetas. O, por el
contrario, puede considerarse simultdneamente un pro-
blema de » cuerpos en el que los planetas y sus lunas ma-
yores se mueven sometidos a las leyes de la gravitacion de
Newton, y considerar el sistema solar como un sistermna ce-
rrado sin mds influencias externas. O, si se quiere, pode-
mos incluir también efectos debidos a la propia galaxia, etc.

Asimismo podemos tener en cuenta correcciones rela-
tivistas a los términos newtonianos dominantes; even-
tualmente se pueden afadir los efectos de los asteroides ma-
yores y los efectos sobre el movimiento del centro de masas
de la forma de la Tierra en lugar de considerarla como
una simple masa puntual.

La elaboracién de un modelo matemadtico depende fuer-
temente de cudles sean los objetivos perseguidos, de cul
sea la precisién requerida, etc. En todo caso se trata de
llegar a obtener la ley de variacidn del estado respecto al
tiempo. En algunos casos, esta ley puede deducirse a par-
tir de leyes fisicas de cardcter mds elemental. Es decir, de
principios simples a partir de razonamientos légicos. En
otros casos es posible intuir una expresién aproximada a
partir de un andlisis de las variaciones del estado respec-
to al tiempo. Modelos aproximados pueden refinarse me-
diante sucesivos pasos de elaboracién de modelo, deduc-
cién de previsiones y comparacién con medidas
experimentales. En ese sentido, las ciencias consideradas
duras suelen ser mds simples que otras disciplinas, debido
a que se puede recurrir a la experimentacién en laborato-
rio o al contraste con datos fiables.

Muchas otras disciplinas, como por ejemplo la econo-
mia o la sociologfa, presentan problemas dificiles a causa
de la falta de modelos adecuados, por la comprensible fal-
ta de experimentacion en laboratorio para verificar una y otra
vez los modelos. Si hablamos con propiedad, es dudoso que
algunas disciplinas que se consideran cientificas puedan
se aceptadas como tales cuando se manifiesta una notable
incapacidad en explicar efectos o a causa de la excesiva
dependencia de los modelos en corrientes de opinidn, es-
cuelas 0 modas. Otras, que se aceptan como plenamente
cientificas, pueden, a veces, abusar de esa consideracién
tratando de aplicar los modelos matemiticos que las des-
criben a situaciones que no han sido validadas por la expe-
rimentacién. Es il extrapolar el conocimiento adquirido
en un caso a otros mds cercanos a situaciones limite, pero
siendo plenamente conscientes de que toda extrapolacién
comporta dudas sobre la validez del modelo.

En todo caso debe tenerse en cuenta que ningiin mode-
lo matemdtico o, si se quiere, ninguna ley que se use para des-
cribir el comportamiento de un fendmeno es exacta. Se tra-
ta siempre de aproximaciones que pueden ser mds a menos
ttiles, suficientes para obtener la informacién que se pre-
cisa o completamente initiles. La palabra final sobre la
utilidad la tiene la comparacién con el fenémeno real,
la capacidad para explicar y predecir correctamente.
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Fijémonos en que ese paradigma por excelencia de la
ciencia, la capacidad de efectuar predicciones, se enfrenta
abiertamente al tépico principal de estas notas: lz impre-
decibilidad en sistemas deterministas que se manifiesta por
la omnipresencia del caos. En las secciones siguientes se ve-
rdn qué cosas son predecibles y cuales no, o si se tiene al-
guna predecibilidad parcial.

Por tltimo hay que mencionar, dentro de los modelos
matemdticos, aquellos que no corresponden a ningin fe-
némeno concreto. Su estudio podria ser considerado
de interés puramente académico. Sin embargo, muchos de
esos modelos pueden ser considerados paradigmas de ca-
sos directamente aplicables a situaciones reales. Siguien-
do la vieja maxima de divide y vencerds, el matematico
puede analizar individualmente, en esos paradigmas, to-
das las dificultades que aparecen mezcladas en un pro-
blema real, entenderlas una a una y pasar luego a estudiar
las posibles maneras de combinarlas. Puede decirse que
son modelos de modelos y deben considerarse como una
etapa intermedia en el andlisis de un modelo complejo.

En lo que sigue voy a tomar el camino mids sencillo. Esto
es, voy a analizar sélo las dificultades que aparecen desde
el momento en que se tiene un modelo matemdtico, ob-
viando su contraste con la realidad. Esta es, a fin de cuen-
tas, quien tiene a #ltima palabra. Sin embargo, para mu-
chos modelos elaborados cuidadosamente, la concordancia
entre las conclusiones del andlisis del modelo y lo que se ob-
serva en la realidad es sorprendentemente buena.

LAS ECUACIONES: CASOS CONTINUO Y DISCRETO

La traduccién de los modelos matemadricos a férmulas
se hace mediante ecuaciones que rigen la dindmica del sis-
tema. Siguiendo con modelos de evolucién respecto al
tiempo o evolucidn temporal nos encontramos con ecuaciones
diferenciales. En su forma mds simple son relaciones de la
forma:

j”—r=f(r, x) (1)

x representa el punto del espacio de fases en que el siste-
ma se encuentra en el instante ¢y f{£,x) es la funcién de ¢
y x que nos dice coémo varfa x. La ecuacién (1) es la ex-
presién matemdtica de la ley que rige el fenémeno, y lo que
se pretende hallar es una funcion, ¢(7) tal que, substitui-
da en (1), se satisfaga idénticamente:

dp (1)
=i =t (1)

La ecuacién (1) no basta para determinar la solucion
w(#) univocamente. Debemos dar también, por ejemplo,
el estado del sistema, x,, en un cierto instante #. Enton-
ces denotaremos la solucién como (% %, x,) para tener
constancia de cudles son las condiciones iniciales de que
partimos.

Otra restriccién que admitiremos en lo que sigue estri-
ba en que no toda funcién fes admisible para que (1) ten-
ga solucién univocamente definida. Se requiere una cier-
ta regularidad de la misma. Puede bastar, por ejemplo,
que fsea continua respecto a las variables ¢y xy tenga de-
rivadas de primer orden, respecto a las componentes de x,
que sean también continuas. Sin embargo, para no estar
detallando constantemente las condiciones de regulari-
dad, supondremos de ahora en adelante que las funciones
fque aparezcan son analiticas respecto a todas sus varia-
bles, esto es, que coinciden con su desarrollo de Taylor
en un cierto entorno.

Sien fno aparece de forma explicita (esto es, el siste-
ma es cerrado y no estd influido por causas externas que
dependan de #) diremos que el sistema es auténomo:

dx = 2
== —f(x)- (2)

En ese caso, el valor de # siempre puede ser tomado igual
a 0 o, en otras palabras, el estado del sistema para el va-
lor del tiempo #depende del estado inicial, x, y del intervalo
de tiempo transcurrido ¢ — %, pero no de los valores con-
cretos fyy . En este caso, la solucién se escribe simple-
mente como ¢(£ x,). También es cierto que todo sistema
puede ser considerado auténomo por el simple proce-
dimiento de introducir una variable de estado adicional, 5
a la que se impone ds /dt = 1y s(t,) = &, con lo que s
coincide con . Entonces el estado viene descrito por una
variable, z, que consiste en considerar x y s conjuntamente,
y la ecuacién diferencial adquiere un status de la forma
ds /dt = F(z), en donde Ftiene como componentes las de
f y una componente adicional igual a 1. Sin embargo, y
como cabe esperar de esa falsa autonomia, los problemas
son exactamente los mismos, la dependencia de frespec-
to 7 se halla camuflada, y sélo se trata de un cambio de
nombre.

Una ecuacién como (1) describe un modelo continuo,
esto es, tal que la variable x evoluciona de forma continua
con t, describiendo asf una curva en el espacio de fases &.

En ciertos casos puede ser interesante describir la va-
riacion del estado de un sistema de forma discreta, espe-
cialmente si el sistema es auténomo. Es decir, en lugar de
considerar la curva @(#, x,), podemos considerar los valores
que toma para instantes de tiempo que difieran en una
cierta cantidad, 77 Por ser el sistema auténomo, fijado 7°
el valor de @(7; x;) depende sélo de x,. Tenemos asi de-
finida una aplicacion biunivoca, analitica y de inversa ana-
litica, es decir, un difeomorfismo analitico, que se deno-
mina también sistema dindmico discreto.

x— Fix)=@(T % (3)

El paso del estado en el instante ¢al ¢ + 7 puede conside-
rarse una aplicacion estroboscépica: sélo vemos el estado
del sistema en instantes de tiempo separados por un in-
tervalo 7
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No es esa la tinica manera de obtener un sistema discreto
a partir de uno continuo auténomo. Otra posibilidad am-
pliamente utilizada consiste en la llamada aplicacidn de
Poincaré. Supongamos que el punto inicial, x;, estd en una
(hiper)superficie, Z, definida, por ejemplo, por la condi-
ci6n gx) =0 en donde ges una funcién (que seguimos con-
siderando analitica por simplicidad) cuya diferencial pri-
mera no se anula en ningtin punto, de forma que el plano
tangente a la superficie estd definido en todos los puntos
de la misma. Supongamos, ademds, que el vector fque
define (2) no pertenece nunca al plano tangente a Z para
ningtin punto x tal que g(x) = 0. Esta condicién se expre-
sa de manera simple imponiendo que los gradientes Vgde
la funcién gy fno sean ortogonales en ningtin punto de
2. Se dice en ese caso que el campo vectorial definido por
f v la superficie X son rransversales. Por tltimo, pedimos
que la solucién @(z x,), que estd en X para 7 = 0 vuelva a
la superficie para algin 7> 0. Sea t*(x;) el minimo valor
de ¢ para el que eso ocurre. Entonces definimos el punto
@(1*(x),x,) como imagen P (x,) de x, por la aplicacion de
PoincaréP asociada a la superficie transversal (o seccidn de
Poincaré) £. Notemos que, mientras que flx,) # 0 im-
plica la existencia de una seccién de Poincaré local (esto es,
definida en un entorno de x;), la existencia de una seccion
global es mucho mds problemitica, depende de la topolo-
gia del espacio de fases y no puede garantizarse en gene-
ral. Si sélo disponemos de secciones locales no tiene por
qué existir la imagen de un punto de £ por P. Sin em-
bargo, no entraremos en esos problemas de existencia de
P y supondremos que para x& X en un entorno de x; tan-
to ‘P’ como sus sucesivos iterados estdn definidos.

La ventaja de trabajar con sistemas discretos y, mas con-
cretamente, con aplicaciones de Poincaré, es que reducen
la dimensién en una unidad. Si nos concentramos, como
haremos mds adelante, en problemas en los que la di-
mension del espacio de fases es 3, reducimos la dimen-
sion local de las secciones de Poincaré a 2, con lo que las
descripciones son mids simples. Conviene tener bien pre-
sente que, en el caso de sistemas discretos, dados por (3),
un punto representativo del estado del sistema en la sec-
cién de Poincaré no se mueve en la misma de forma con-
tinua, sino que salta a otro punto de forma discreta. Ello
no debe implicar ninguna confusién para el lector.

Ademds, la mayor parte de ecuaciones diferenciales, sal-
vo casos elementales y poco interesantes, o algunos tipos
de soluciones que se mencionardn mds adelante, no pue-
den resolverse de forma explicita por métodos analiticos.
Ello significa que debemos proceder a utilizar técnicas nu-
méricas, tanto si queremos hallar una solucién de (1) o
(2) como si queremos calcular una aplicaciéon de Poinca-
ré. Como se ha dicho, es titil considerar modelos simplifi-
cados de los modelos matemdticos de los fenémenos a es-
tudiar. Cabe asi el recurso de admitir que conocemos
expresiones explicitas simples de aplicaciones de Poinca-
ré y tomarlas como paradigma para conocer sus propie-
dades. La simulacion numérica de un modelo simplifica-
do de una transformacién discreta como (3) puede

significar unas pocas decenas de operaciones aritméticas,
con lo que es factible (incluso en un PC) llevar a cabo si-
mulaciones a un ritmo de varios millones de iterados por
segundo. La situacién es mds compleja en el caso de ecua-
ciones diferenciales, en las que tfpicamente puede ser ya
dificil llegar a un millar de iterados por segundo de una
aplicacién de Poincaré.

Por otra parte, es siempre posible pasar de un sistema
discreto como (3) a una ecuacién diferencial como (1)
(atencién: no auténoma) que dependa de de forma perié-
dica (por ejemplo, de periodo 27) tal que Fx;) coincida
con @(2m; 0, x,). En el caso de dependencia 27-periddi-
ca de frespecto a ¢la aplicacion x — ¢(27; 0, x) sélo de-
pende de x (pero no reduce dimension, sélo elimina la
dependencia temporal). El paso de sistema discreto a con-
tinuo a que se hace referencia aqui, se conoce como sus-
pensidn, pero no entramos en detalle, ya que no se vaa uti-
lizar en lo que sigue.

EL ESQUELETO DE LA DINAMICA

Dada una ecuacién diferencial auténoma (2) definiendo
un sistema dindmico continuo o una transformacién (3)
definiendo un sistema discreto, nuestro interés general debe
centrarse en comprender c6mo sus soluciones u 6rbitas e-
nano estructuran el espacio de fases. Esa parece una tarea com-
plicada. Sin embargo, hay que tener en cuenta que la dind-
mica se organiza alrededor de ciertos objetos geométricos
del espacio de fases formados por soluciones que desempe-
fian un papel clave. Esos objetos constituyen el llamado es-
queleto del sisterna. Su conocimiento arroja indicaciones muy
importantes sobre el comportamiento global del sistema.

Las soluciones mds simples son los puntos de equilibrio
(también llamados puntos fijos o estados estacionarios). En
el caso de ecuaciones diferenciales se caracterizan por cum-
plir fla) = 0, con lo que @(#a) = a es una solucién para
todo . En el caso discreto se trata de los puntos a tales que
Ha) = a, con lo que todos los iterados, F(4) vuelven a dar
el mismo punto a.

Soluciones simples son también las periddicas, caracte-
rizadas en el caso continuo por la existencia de valores de
ay T tales que @(7, a)=a. Para cualquier valor de r € R
basta hallar un valor de 7 € (0,7) tal que ¢ — T sea muil-
tiplo de 77 Entonces ¢(t, @) = @(7, ). El conocimiento
de la solucién para un intervalo de rde longitud 7'deter-
mina la solucién para todo «. Notemos que, debido al ca-
rdcter auténomo que estamos suponiendo para la ecuacién
diferencial, el punto inicial, a, puede ser reemplazado por
cualquier otro en su érbita, ¢(#% @), para un ¢*arbitrario.

En el caso discreto, una solucién periédica de periodo
estricto 7 se tiene para un punto 4 para el que existe n€ N
tal que F'(a)=a, F(a@)=a 1<k < n. El caso n = 1 se in-
cluye como caso particular. Notemos que, definiendo una
nueva aplicacién discreta ‘F=F", el estudio de puntos pe-
riédicos de Fde perfodo estricto # se reduce al de puntos
fijos de F.
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Es importante también considerar que una 6rbita pe-
ribdica de una ecuacién diferencial puede verse como un
punto fijo de la correspondiente aplicacién de Poincaré.
Por el contrario, un punto de equilibrio de una ecuacion
diferencial no puede estar en una seccién de Poincaré, ya
que en €l se pierde toda posible transversalidad. En algu-
nos casos, ¢s factible extender el concepto de aplicacion de
Poincaré para que ¢l punto fijo del campo se vea como
punto fijo de dicha aplicacién, pero ese artificio suele aca-
rrear pérdida de regularidad y no lo consideramos.

Un conjunto A se llama invariante por @ si @(ta) €
A, NVa€ A, Yee R. Si ello sélo ocurre para = 0 (resp.
para ¢t < 0), hablamos de un conjunto positivamente
invariante (resp. negativamente invariante). En particular,
puntos fijos y érbitas periédicas son casos simples de con-
juntos invariantes. Los conjuntos invariantes estdn for-
mados por soluciones, y toda solucién que posee un pun-
to en un conjunto invariante se halla completamente
contenida en él. De forma andloga se definen conjuntos
invariantes para sistemas discretos.

Conjuntos invariantes simples son también los toros in-
variantes. Un toro de dimensién &, T se define como el
producto de 4 circunferencias. Podemos parametrizarlo
por kdngulos, 6,, ..., 6,. Un caso simple e interesante apa-
rece cuando la ecuacién diferencial sobre el toro inva-
riante puede escribirse como 40,/dt=w,, i = 1, ..., k. Los
valores @, son las frecuencias con que giran los distintos dn-
gulos. Designando el vector de dngulos por 6y el de fre-
cuencias por @ escribimos df/dt=w de forma mdis com-
pacta. Si todas las frecuencias son muiltiplos enteros de
un cierto valor, w,=n,w,, n,E Z, Y1, entonces todas las so-
luciones en el toro son peri6dicas con perfodo 27/ w,. Esa
situacion se conoce como totalmente resonante. En el ex-
tremo contrario tenemos el caso no resonante. Aparece si
toda expresion del tipo

Skw, con kEZ (4)
es distinta de cero excepto en el caso trivial en que todos
los coeficientes £, sean nulos. Entonces todas las solucio-
nes son densas en T*y reciben el nombre de soluciones
cuasiperiddicas con k frecuencias fundamentales. Por el
contrario, en el caso toralmente resonante es obvio que
(4) tiene £~ 1 soluciones independientes. Entre un caso
y otro se encuentran casos parcialmente resonantes. Si (4)
tiene jsoluciones independientes, las soluciones son cua-
siperiédicas con k — j frecuencias fundamentales, densas
en toros de dimension / — j contenidos en T*.

Otros conjuntos invariantes y que desempefian un
papel esencial en la creacion de dindmica cadtica apare-
cerdn mds adelante. En este punto es oportuno destacar
que tanto las soluciones periédicas como las cuasipe-
riédicas pueden obtenerse por métodos analiticos en
casos simples; es decir, se pueden expresar como series
de Fourier (en uno o varios argumentos de la forma w¢)
para las que los coeficientes satisfacen relaciones recu-
rrentes.

Nos preocupa ahora la estabilidad de puntos fijos y ér-
bitas periddicas y, por extension, de cualquier conjunto in-
variante. El primer paso consiste en estudiar la estabili-
dad lineal. Para un punto de equilibrio de (2) o un punto
fijo de (3) basta con linealizar el comportamiento alrede-
dor del mismo. En el caso de ecuaciones diferenciales autd-
nomas la ecuacién que aparece al linealizar es de la forma:

dEldt = AS (5)

siendo A una matriz constante. (Ese es el tnico caso de
ecuaciones diferenciales que puede «resolverse» siempre
explicitamente). En ese caso la estabilidad para 7> 0 re-
quiere que todos los valores propios de A tengan parte
real menor que o igual a cero. De manera parecida, esta-
bilidad para ¢ < 0 requiere parte real mayor que o igual a
cero, siendo asf necesario que la parte real de todos los
valores propios sea nula para tener estabilidad para todo
+. Notemos que ésas son condiciones necesarias de esta-
bilidad, pero no suficientes en general. Sin embargo, si
todos los valores propios de A tienen parte real negativa,
se sigue la estabilidad para tiempo positivo, esto es, toda
solucién que empiece suficientemente cerca del punto de
equilibrio tiende hacia él si # — +22. Por el contrario, al-
gun valor propio de parte real positiva es suficiente para
tener soluciones inestables para 1 > 0.

En el caso discreto basta calcular DF en el punto fijo.
Una condicién necesaria para la estabilidad de los itera-
dos positivos F*, k >0 es que todos los valores propios de
DF tengan médulo menor que o igual a 1. De manera
parecida se tienen los otros casos. Basta un valor propio
de médulo mayor que 1 para tener inestabilidad lineal.
En el caso de puntos #-periédicos por £ reemplazamos DF
por D(F").

Si volvemos a las ecuaciones diferenciales y considera-
mos la estabilidad de 6rbitas periédicas, podemos recurrir
a una seccién de Poincaré y reducir el problema a la esta-
bilidad de un punto fijo de la aplicacién de Poincaré aso-
ciada. Directamente puede estudiarse la estabilidad como
sigue: Consideremos las llamadas ecuaciones variacionales
de primer orden asociadas a la ecuacién di/dr = flx). Estas
ecuaciones se obtienen linealizando la ecuacién diferen-
cial alrededor de la solucién considerada. Sea ¢(1,4) una
solucién periédica de periodo 7. Las variacionales se es-
criben de esta forma:

dM/dt = DR @(t.a)) M (6)

donde M es una matrix » x 7 cumpliendo la condicién ini-
cial M(z=0)=1,. Por supuesto, /, significa la matriz iden-
tidad en R”". Si calculamos la matriz M para ¢ = T obte-
nemos la llamada matriz de monodromia de la érbita
periédica. La estabilidad se estudia a partir de esa matriz,
M(T). Estabilidad para 7> 0 requiere que todo valor pro-
pio tenga médulo menor que o igual a 1. Todos los de
mé6dulo menor que 1 garantiza estabilidad para £> 0. Ade-
myds, en el caso de 6rbitas periddicas, la teoria de Floguet
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asegura que el sistema lineal (6) es reducible a coeficientes
constantes, es decir, que un cambio de variables 7-peri6-
dico reduce (6) a una ecuacién como (5).

En el caso de toros invariantes y, @ fortiori, para conjuntos
invariantes arbitrarios, las ecuaciones variacionales dan
también informaci6n sobre las propiedades de estabilidad
local. Pero, en general, no es cierto que se puedan reducir
a ecuaciones con coeficientes constantes, siendo as{ mu-
cho mds dificil dar criterios simples de estabilidad.

En lo que sigue nos restringiremos al caso de inestabi-
lidades creadas en puntos fijos de sistemas discretos. To-
dos los conceptos se generalizan a objetos invariantes ar-
bitrarios y al caso de ecuaciones diferenciales, pero eso no
aporta muchas ideas geométricas nuevas. La restriccion
que nos imponemos es suficiente para la comprension de
las ideas basicas. Ello nos va a permitir introducir los con-
ceptos de punto fijo hiperbdlico y de punto fijo normal-
mente hiperbilico, que se generalizan a conjuntos inva-
riantes arbitrarios. A continuacién podremos introducir las
variedades invariantes estable e inestable asociadas a un ob-
jeto hiperbélico. El conjunto de todos los objetos inva-
riantes y, en el caso de que sean hiperbélicos (o normal-
mente hiperbélicos), sus correspondientes variedades
invariantes constituyen el esqueleto de la dindmica. Este
permite predecir la mayor parte de posibles evoluciones de
las soluciones.

HIPERBOLICIDAD Y DEPENDENCIA SENSIBLE
A CONDICIONES INICIALES

Consideremos un punto fijo, 4, de un sistema dindmi-
co discreto. No es restrictivo suponer que ¢l punto fijo es
el origen a=0. El punto se llama hiperbélico si todo valor
propio, A, de DF(0) tiene médulo distinto de la unidad.
Es decir, todas las direcciones alrededor del punto fijo son
inestables, sea para iterados positivos F*, k> 0 (si | A|>1)
o para negativos F*, k< 0 (si | | <1). Si todos los valores
propios tienen médulo menor (resp. mayor) que 1, ha-
blamos de un atractor (resp. un repulsor). Nos interesare-
mos en el caso de que existan los dos tipos de valores pro-
pios: esto es, de tipo atractor y de tipo repulsor. Cuando,
ademds de valores propios de ambos tipos, hay otros con
modulo igual a la unidad, hablamos de hiperbolicidad nor-
mal. Simplemente, a més de un cierto cardcter hiperbéli-
co, hay direcciones que tienen un comportamiento neutro.

Un resultado importante que asegura que en el caso hi-
perbélico basta con considerar la aproximacion lineal de
la transformacion para tener toda la informacién local, es
el siguiente:

Teorema (Hartman). Sea 0 punto fijo hiperbélico del di-
feomorfismo F Entonces existe un entorno U y un ho-
meomorfismo h tales que en U el homeomorfismo h conjuga
la aplicacion F con su parte lineal en el punto fijo DF(0). Es
decir: h(F(x)) = DF(0)h(x)) para todo x € 1.

En otras palabras, el comportamiento de Fy DF(0) es
el mismo salvo un cambio de variable dado por A. Note-

mos que, en general, 4 sélo es un homeomorfismo, y no
se puede pedir ninguna propiedad de diferenciabilidad. El
niimero de valores propios de médulo mayor que 1 bas-
ta para decidir si dos puntos fijos hiperbélicos en la mis-
ma dimensién son conjugados: salvo cambios de variable
se comportan localmente de la misma manera.

Si existen valores propios de mddulo exactamente 1,
entonces el estudio de la estabilidad en esas direcciones
neutras requiere términos no lineales. La parte lineal no
puede dilucidar el cardcter estable o inestable. Es mads,
puede suceder que si sélo consideramos la parte lineal, el
sistema se comporte como estable y que los términos no
lineales inestabilicen, y al revés, que la parte lineal sea ines-
table y los términos no lineales se encarguen de estabilizar.

La hiperbolicidad, en el caso de tener tanto valores pro-
pios de médulo mayor que 1 como menor que 1, estd aso-
ciada, localmente, a una inestabilidad de tipo exponencial.
En efecto, supongamos por simplicidad que estamos en di-
mensién 2 y que los valores propios valen 2 y 1/3. Un
punto en la direccién de un vector propio inestable (de va-
lor propio 2) y a distancia inicial 4 del punto fijo se ale-
jard del mismo como dx 2* después de £ iterados (al me-
nos mientras la distancia sea suficientemente pequefia y los
términos dominantes sigan siendo los lineales). Por el con-
trario, la distancia se comportard como @ x 3" si hacemos
kiterados por la aplicacién inversa, F', y hemos tomado
el punto inicial en la direccion de un vector propio de va-
lor propio 1/3.

Notemos que ese crecimiento exponencial de la distancia
da lugar a la llamada dependencia sensible a condiciones ini-
ciales. En general, diremos que un punto x tiene depen-
dencia sensible a condiciones iniciales si existe una cier-
ta distancia 8 > 0 tal que para toda distancia inicial £ >0,
que puede ser arbitrariamente pequefia, existen un pun-
to yy un valor de #n € N tales que dlx; y) < € pero d(F"(x),
F"())>0 para algtin 0 < m < n. Esto significa que existen
puntos arbitrariamente préximos a x tales que los iterados
acaban separdndose de los correspondiente iterados de x
en una cantidad finita, 0.

Queda claro que podemos pensar en el valor de € como
un error en la medida de la posicién del punto xen el es-
pacio de fases. Por pequeio que sea, al cabo de un cierto
tiempo (o, en el caso discreto, al cabo de un cierto nu-
mero de iterados) el error se ha amplificado hasta una cier-
ta cantidad 0. Toda hiperbolicidad lleva asociada depen-
dencia sensibley, reciprocamente, toda dependencia sensible
se origina en algtin tipo de hiperbolicidad, que puede ser
parcial o débil. Una hiperbolicidad débil no se detecta en
los términos lineales, sino en los de orden superior, pero,
topolégicamente, sus efectos son los mismos. Es mds di-
ficil de detectar, pero existen procedimientos (las llama-
das formas normales) que permiten el estudio sistemdtico.

El concepro de hiperbolicidad se generaliza a conjuntos
invariantes arbitrarios 1. La idea bdsica es que existen di-
recciones en las que los iterados sucesivos de F producen
que puntos cercanos a ‘A se alejen del mismo, y otras di-
recciones en las que tales puntos se acercan a ¢l
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DIMENSION 3 O MAYOR EN EL CASO CONTINUO
(2 O MAYOR EN EL DISCRETO)

Hasta ahora hemos considerado sistemas en dimensién
finita arbitraria. Podemos preguntarnos cudl es la minima
dimensién en la que podemos tener dindmica «intere-
santer. Obviamente, ecuaciones auténomas en dimen-
sién 2 no ofrecen interés desde ¢l punto de vista dindmi-
co. En efecto, ademds de que ¢l conocido teorema de
Poincaré-Bendixson y sus extensiones a superficies de di-
mensién 2 arbitrarias nos dicen cudles son los posibles ti-
pos de 6rbitas en el espacio de fases, podemos hacer la si-
guiente consideracién. Si tomamos una seccién de Poincaré
(aunque sea s6lo de forma local), la correspondiente apli-
cacién de Poincaré debe ser un difeomorfismo sobre una
curva (mientras dicha aplicacién esté definida). En par-
tcular, si parametrizamos dicha seccién por un parime-
tro arbitrario (por ejemplo, la longitud de arco), el difeo-
morfismo debe conservar el orden o bien debe invertirlo.
Asi, los sucesivos cortes de cualquier 6rbita con una sec-
cion transversal deben estar ordenados. No hay lugar para
ningtin comportamiento caético. En particular, toda apli-
cacion de Poincaré debe ser biunivoca.

Por ¢l contrario, si consideramos sistemas discretos en
dimensién 2 o, equivalentemente, ecuaciones diferencia-
les en dimensién 3, existen numerosos ejemplos de dind-
mica no trivial. Por citar algunos de ellos, las llamadas
transformacion de Hénon, aplicacion estindar, o las ecua-
ciones de Lorenz y la mayoria de sistemas hamiltonianos
de 2 grados de libertad restringidos a un nivel fijado de
energia (que son ecuaciones en dimensién 3), suminis-
tran ejemplos de sistemas mostrando dindmica no prede-
cible, dependencia sensible a condiciones iniciales y 6rbitas
que se consideran cadricas,

Ciertamente, algunos ejemplos populares de transfor-
maciones discretas que dan lugar a érbitas cadticas aparecen
en dimensién 1. Un tal ejemplo es la llamada aplicaciin
logistica, que asocia a un valor real x, entre 0 y 1, el valor
ux(1 — x), siendo p un pardmetro real. Para un conjunto
de valores de 1 entre 3.565 y 4, que ocupa cerca del 90%
de ese intervalo, se tiene dindmica no predecible. Es ob-
vio que la aplicacion logistica no es biunfvoca. El estudio
de ese tipo de problemas, aunque no directamente rela-
cionado con aplicaciones de Poincaré (y, por tanto, con
ecuaciones diferenciales), ilustra propiedades que aparecen
también en transformaciones inversibles «préximasn.

A continuaci6n seguiremos la exposicién centrindonos
en sistemas discretos en dimension 2, si bien se mencio-
narin ejemplos en dimension superior.

LAS CURVAS INVARIANTES Y SU GENERALIZACION:
LAS VARIEDADES INVARIANTES

Volvemos a puntos fijos hiperbolicos con una direccién
estable y una inestable. Alrededor del punto fijo (que po-
demos seguir suponiendo el origen), tomando los ejes

coordenadas en la direccién de los vectores propios y lla-
mando (x, y) a las coordenadas, la transformacion se es-
cribe de esta forma:

Fox, y) = (Ax, L) +0, (7)

donde suponemos que los valores propios cumplen
0<A,<1 <Ay O, significa términos de grado superior
al primero.

Si en (7) consideramos sélo los rérminos lineales, la
transformacién Fes trivial. Todo punto en el eje x se ale-
ja hacia infinito por iteraciones de F; todo punto en el eje y
tiende hacia el punto fijo, y los demds puntos estin situa-
dos sobre curvas que tienen por ecuacion x'#2y % = cre,
donde la constante depende del punto inicial. Pueden
imaginarse como una generalizacién de hipérbolas que
tienen los ejes coordenados como asintotas. En particular,
los ejes son invariantes por £ Podemos preguntarnos qué
sucede en el caso general:

Teorema (de la variedad estable). Sea O punto fijo hiper-
bélico de F transformacion que suponemos analitica en un
entorno de 0. Entonces existe una curva invariante estable,
definida localmente como x = g'(y), tangente a la direccion
estable (el eje y) en 0, analitica y caracterizada como el con-
Junto de puntos (dejando de lado el punto fijo) que tienen to-
dos los iterados positivos en un entorno del origen.

De manera parecida se define la curva invariante ines-
table, que puede representarse como una funcién y = g"(x),
tangente en el origen al eje x. Notemos que, para ambas
curvas, es posible también una representacién paramérri-
ca de la forma:

s=>(hy(s), A(s), (h(0), £,(0)) = (0,0),
Fh(9), h(9) = (5 (s, h(hg)
donde como A debe tomarse &, (resp. A,) en el caso de la
curva inestable (resp. estable). La representacién paramé-
trica no es tnica, ya que queda libre una posible eleccion
de la «escala» de 5. Si en el caso de la curva inestable se
pide, por ejemplo, que el coeficiente de s en A, sea igual
a 1, entonces la parametrizacion es tinica.

En general, si la dimensién del subespacio asociado a va-
lores propios de médulo menor que 1 es £ (y la de los de
médulo mayor que 1 es 7 — £), en lugar de curvas se ob-
tienen variedades diferenciables de dimensién k (variedad
estable W5, y n — k (variedad inestable W,.).

Las curvas (o variedades) obtenidas asi de forma local en
un entorno del punto fijo, pueden globalizarse por itera-
cién. Las variedades estable, W[, ¢ inestable, W", se ob-
tienen como

Wi = U.huF_kW;: = U‘__J”kag‘

Ao Joe

respectivamente. Por convenio supondremos siempre que
el punto fijo no pertenece nia W nia W*

También es relevante observar que, en el caso de di-
mension 2, las curvas invariantes tienen dos componentes
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cada una: en la inestable podemos distinguir W;*  y W"_
segtin el signo de x en la parte local de la variedad (es de-
cir, la componente de la derechay la de la izquierda). De
manera similar tenemos dos componentes Wy v W' o
superior e inferior, para la estable.

Insistimos una vez mds en que, como estamos conside-
rando sistemas discretos, los puntos no se mueven sobre
la variedad estable (o inestable) de forma continua, sino
saltando de un punto a su imagen de manera discreta.

COMO SE CORTAN LAS VARIEDADES INVARIANTES

En la aproximacién lineal, las variedades invariantes no
se cortan. Al no haber términos no lineales, no puede pro-
ducirse ninguna realimentacién y todos los puntos de las
mismas escapan hacia infinito: los de W* por iterados po-
sitivos de Fy los de W” por iterados negativos.

Pero si se consideran términos no lineales, las curvas o
variedades invariantes pueden dejar de ser «rectas» y tener
puntos en comun. Analicemos qué ocurre si la variedad
inestable y la estable tienen un punto de interseccion, A.
Esos puntos reciben el nombre de puntos homoclinicos.
Como hE W* las iteraciones por F* con k< 0 hacen ten-
der F(4) hacia el punto fijo. Pero lo mismo sucede si ite-
ramos con 4> 0, ya que el punto se encuentra en W", Por
una parte esto justifica que esos puntos se llamen tam-
bién puntos biasintoticos, ya que Fh) — 0 ranto para
k — —% como para # —> +%. Por otra, si / es homoclini-
co, todos sus iterados también lo son, por lo que toda su
6rbita por F (esto es, {F'(h), k € Z}) estd formada por
homoclinicos y se denomina drbita homoclinica.

Si estamos en dimensién 2, como las curvas invarian-
tes tienen dimensién 1, puede suceder que coincidan. En
este caso decimos que constituyen una separatriz. Como
es natural, se trata de un caso altamente degenerado. Normal-
mente no coinciden e incluso, en general, si se cortan en
un punto homoclinico, lo hacen formando un dngulo no
nulo. Decimos entonces que estamos en presencia de un
punto homoclinico transversal. Si las curvas no coinciden
pero tienen homoclinicos no transversales hablamos de
tangencias homoclinicas (si el orden de contacto es par) o
de transversalidad débil (si el orden de contacto es impar).
Desde el punto de vista topolégico, una transversalidad dé-
bil se comporta como una transversalidad con d4ngulo no
nulo. En muchos casos, dependiendo de la geometria de
las curvas invariantes o del cardcter del sistema (por ejem-
plo, en el caso de que preserve drea porque se haya obte-
nido como aplicacién de Poincaré de un sistema hamil-
toniano de dos grados de libertad confinado a un cierto
nivel de energia), la existencia de tangencias homoclini-
cas implica la existencia de otros puntos homoclinicos
que son transversales (quizds sélo débilmente).

Si estamos en presencia de una separatriz, ésta puede
deshacer el efecto del punto hiperbélico como creador de
dependencia sensible a condiciones iniciales. En efecto,
imaginemos que pasamos cerca del punto fijo, y que nos

alejamos de él cerca de la curva inestable (la curva inesta-
ble tiene un cardcter atractor, mientras que la estable lo tie-
ne repulsor; basta pensar en el caso lineal y en las curvas
en forma de hipérbola que se han mencionado). Dos pun-
tos que tengan componentes distintas en la direccién ines-
table ven c6mo esas componentes aumentan exponen-
cialmente, por lo que también aumenta exponencialmente
su distancia. Si existe una separatriz, los iterados de ambos
puntos vuelven a pasar cerca del punto fijo, acercindose
a él préximos a la curva estable. Su distancia, durante esa
fase de las iteraciones, disminuye, por lo que puede com-
pensar el aumento producido anteriormente.

Si existen homoclinicos transversales, esa cancelacién de
efectos no puede producirse. De hecho, pueden decirse mu-
chas mds cosas:

* Como hemos supuesto ambos valores propios posi-
tivos en el punto fijo, eso implica que el determinante
de DF(0) es positivo. Como no puede anularse nun-
ca (ya que Fes un difeomorfismo) debe ser det(DF)
positivo en todo punto. En particular Fpreserva orien-
tacién. Si en un punto A, homoclinico transversal, la
curva inestable pasa, por ejemplo, de la parte derecha
de la estable a la izquierda, entonces en la imagen
F(/4) debe hacer lo mismo (en caso contrario cam-
biarfa la orientacién. Pero ello implica que en algiin
otro punto, /', la curva inestable pasa de la izquier-
da a la derecha de la estable, con lo que existe, como
minimo, otro punto homoclinico transversal, al me-
nos débilmente.

* Mediante un cambio de coordenadas alrededor del
punto fijo podemos conseguir que, para F, las varie-
dades invariantes locales estén sobre los ejes coorde-
nados. En efecto, basta usar las coordenadas (#, ) con
u=x-g(y), v=y—g"x).Sean hy h'dos puntos ho-
moclinicos transversales en érbitas distintas y situa-
dos en la variedad estable local, y sean (0, 4), (0, o),
0 < b < ¢ sus coordenadas. Suponemos que esos ho-
moclinicos se obtienen cortando la curva estable con
la componente derecha de la inestable. Sean
0 <a<b<c<dyconsideremos el rectingulo
R={x € (0, &), y € (a, d)}, siendo & pequefo. En-
tonces los iterados de ‘R por F pasan cerca del punto
fijo, se mueven luego cerca de la curva inestable y, si
se escogen de forma conveniente, vuelven a entornos
de bho b

* Se tiene asf la construccién denominada herradura de
Smale. Es ficil entonces demostrar que existen pun-
tos cuyos iterados vuelven infinitas veces a ‘R de ma-
nera que los sucesivos pasos se hacen cerca de b o de
h" en un orden arbitrario. Esto significa que, si codi-
ficamos el paso cerca de / como 0 y el paso cerca de
h"como 1, para cualquier sucesién, infinita a derecha
e izquierda, formada por los digitos 0 y 1, existe un
punto inicial tal que los retornos a ‘R se hacen si-
guiendo la pauta marcada por la sucesién. Ese es el
contenido del llamado reorema homoclinico de Smale.
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* De hecho, y con la eleccién de ‘R efectuada, pode-
mos imponer mucho mds. En efecto, podemos pres-
cribir cudntos iterados de F queremos hacer entre dos
pasos consecutivos por ‘R, siempre que ese valor sea
mayor que una cierta cantidad, 7, que depende de €
y que tiende hacia infinito como log(1/¢). El que se
puedan escoger puntos cuyos iterados hagan casi cual-
quier cosa se conoce como existencia de dindmica
cuasialeatoria.

* Usando la notacién anterior, el dominio limitado por
las curvas invariantes entre /#y 4’se conoce como /-
bulo. De la existencia de un Iébulo se sigue la existencia
de infinitos. Las imdgenes por Fde un lébulo tienden
a aproximarse a la curva inestable (al menos los pun-
tos mds cercanos a la curva estable), y las imdgenes por
F' se acercan a la estable. Mds ain, cualquier seg-
mento que corte transversalmente a la curva estable
tiene imdgenes por F que se comportan (localmente,
cerca del punto fijo) como «paralelas» a la curva ines-
table, tendiendo hacia ella exponencialmente. Este es
el contenido del llamado A-lema o lema de inclina-
cidn.

* En el caso de que F preserve el drea (o caso conser-
vativo), todos los l6bulos tienen la misma drea. Por otro
lado, ninguna curva inestable puede cortarse ella mis-
ma (ni cortar a una curva inestable de otro punto
fijo), y una cosa andloga sucede con una estable que
no puede cortarse ella misma ni cortar a otras estables.
Ello obliga a que las curvas invariantes se plieguen de
forma complicada para satisfacer todas esas condicio-
nes. Basicamente, éste es el motivo de la famosa fra-
se de Poincaré en la que manifestaba su incapacidad
para esbozar el comportamiento de las curvas inva-
riantes en el caso conservativo.

* Imaginemos una F para la que exista una separatriz
formada por la coincidencia de las componentes
Wy, y Wy ., mientras que las otras componentes,
W'y W, _, escapan hacia infinito. Perturbando F
podemos alterar ligeramente W*y W’y conseguir
puntos homoclinicos transversales cercanos a la se-
paratriz del caso no perturbado. Aparecen I6bulos de
dos tipos: lébulos interiores, cuyos puntos se mueven
hacia la derecha después del paso cerca del punto fijo
y: por tanto, vuelven a pasar cerca de la antigua se-
paratriz, y ldbulos exteriores, cuyos puntos se mueven
hacia la izquierda después de pasar cerca del fijo y es-
capan hacia infinito. Lo mismo sucede si iteramos
por £, substituyendo derecha e izquierda por arri-
ba y abajo, respectivamente. Se tienen entonces si-
tuaciones de captura temporal. Existen puntos cerca-
nos a la componente inferior W, _ que entran en la
zona que delimitaba la antigua separatriz, permane-
cen en ella durante un nimero arbitrario de iterados
y acaban escapando cerca de W' . Por supuesto, tam-
bién puede darse captura total en la que ¢l escape no
se produce. Este tipo de comportamiento se ilustra con
la dindmica de ciertos cometas, asteroides, etc.

¢ Por tltimo, consideremos una Ftal que W', y W,
den lugar a una separatriz y Wy’ _y W _den lugar a
otra. Se tiene as{ una figura de 8. Una perturbacion
puede escindir las separatrices y dar lugar a homocli-
nicos transversales en cada parte del 8. Sea / un ho-
moclinico transversal situado en W}’ cerca del pun-
to fijo. Tomemos dos puntos, A y B, cerca de /A,
arbitrariamente préximos pero situados a lados dis-
tintos de W, . Sus iterados F¥(A) y F'(B) volverin
cerca del fijo para £ suficientemente grande. Pero lo
hardn a distintos lados de la curva estable, de mane-
ra que siguiendo con las iteraciones uno se alejard del
punto fijo cerca de W', v el otro cerca de W' . Como
el paso cerca del punto fijo es sensible a condiciones
iniciales, pequenos cambios en las coordenadas iniciales
hacen que esos iterados puedan retornar cerca de ho-
moclinicos a un lado arbitrario de W*. Asi, cada paso
cerca del punto fijo significa una posible eleccion de
hacia qué parte de W se sigue, como si se pudiera es-
coger a cara o cruz (véase, sin embargo, mds adelan-
te para las tiradas a cara o cruz). Eso se consigue con
variaciones arbitrariamente pequefas de las condi-
ciones iniciales, que pueden estar por debajo de la
precision con que se efectiien las medidas para de-
terminar la posicién inicial. Este es un nuevo ejem-
plo del cardcter cuasialeatorio asociado a los homoclinicos.

Cuando se consideran diversos puntos fijos (o periddi-
cos) hiperbélicos de F, cada uno de ellos tiene sus corres-
pondientes curvas invariantes. Curvas inestables de un
punto pueden cortar las estables de otros, dando lugar a
los puntos heteroclinicos. La rotalidad de las curvas esta-
bles e inestables de los distintos puntos hiperbélicos for-
ma el entramado homoclinico, que el lector puede imagi-
nar como un complicado reticulo de calles (de longirud
infinita) cruzdndose infinitas veces entre ellas. Esas son
las calles por donde errcula la dindmica y las que llevan al
caos.

;{CAOS!

En la seccién anterior hemos descrito los efectos geomé-
tricos, visualizables en el espacio de fases, de la existencia de
un entramado homoclinico. Revisemos las condiciones que
se requieren:

1. Debemos tener objetos invariantes con un cierto ca-
racter hiperbdlico, esto es, que existan variedades
formadas por 6rbitas que tiendan hacia ellos y otras
que se alejen de los mismos.

2. Las variedades invariantes deben plegarse de forma
conveniente para que algunos puntos de las mismas
vuelvan arbitrariamente cerca del objeto hiperbéli-
co de partida. Para ello se requiere la existencia de tér-
minos 7o lineales en las ecuaciones, que produzcan
la necesaria realimentacion,
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Las consecuencias serdn entonces las siguientes:

a) Se pierde la capacidad de predecir la posicidn de los
iterados F* de ciertos puntos iniciales, debido a la
gran sensibilidad respecto a las condiciones iniciales y
a los inevitables errores en la determinacién de la po-
sicién del punto inicial.

b) Existen puntos cuyas érbitas se comportan de ma-
nera aparentemente aleatoria o cuasialeatoria aunque
el sistema sea determinista.

Estas caracteristicas son las que, popularmente, se co-
nocen como caps. Son intrinsecas al sistema y no tienen
nada que ver con la falta de cardcter determinista.

Existen numerosos indicadores cuantitativos del grado
de caoticidad de un sistema, Entre ellos destacamos los si-
guientes:

* El exponente maximal de Lyapunov. Dada una érbita
positiva {F!(x), k> 0}, puntos arbitrariamente proxi-
mos a ella pueden alejarse de la misma de forma ex-
ponencial, de manera que la distancia A F (), F"(y})
crece como d(x, y) exp(#A) cuando £ tiende a infini-
to y la distancia inicial, #(x, y), tiende a cero de for-
ma conveniente, El maximo valor de A recibe el nom-
bre de exponente maximal de Lyapunov. Desempefia
el papel, para drbitas arbitrarias, que en el caso de un
punto fijo juega el valor propio dominante.

* La entropta métrica respecto a una medida invarian-
te. Supongamos que el sistema tiene una medida in-
variante, 1. En el caso de un sistema conservativo en
el plano esa medida es el drea. En otros casos puede
ser mds complicada. Sea 7 un dominio invariante por
Fysead=U_, A una particién del mismo, P(A),
es decir, dos subconjuntos cualesquiera, 4,y A4, de la
particién tienen intersecciéon de medida cero. Se de-
fine la entropia de la particidn como

HPE) =2, ulAd) x (—log(pe())

Esa es una entropia estdtica, es decir, que no tiene atin
nada que ver con el sistema dindmico discreto £ Para de-
finir una entropia dindmica procedemos como sigue. Con-
sideremos la particién formada por la interseccién de las
particiones ‘P(A), RPA)), ... F(P(A)). Denotamos,
por simplicidad, /#(‘P(1)) la entropia de esa nueva parti-
cion. El limite de A(P(A))/s cuando s — 0 existe y se
denomina entropia de la particion P(A) respecto F. Fi-
nalmente, se llama entropfa métrica de Frespecto la me-
dida g, }'9;,( F), al supremo respecto todas las particiones po-
sibles.

La entropia métrica mide cdmo se mezclan los puntos
de A al iterarlos por £

Existe una relacion entre la entropia métrica y el expo-
nente maximal de Lyapunov. En el caso plano y en que la
medida sea el drea, la entropia se obtiene por integracién
del exponente de Lyapunov en el dominio considerado.

Observemos que tanto los indicadores de caoticidad
mencionados como cualquier otro que podamos utilizar,
no son mds que una consecuencia de la dindmica en el es-
pacio de fases, que es el verdadero objeto geomérrico in-
teresante.

Orro punto fundamental es si la caoticidad afecta s6lo
un conjunto de puntos de medida muy pequena (y, por
lo tanto, va a ser dificil de observar) o, por el contrario, es
algo que ocurre para un conjunto masivo de puntos.

En el caso conservativo, el decidir si el conjunto de pun-
tos en los que el exponente de Lyapunav es positivo tie-
ne medida positiva o, en otras palabras, s la entropia mé-
trica es positiva, es una cuestiéon que atin no ha sido resuelta
de forma rigurosa. Toda la evidencia numérica es que ello
es cierto. Se conocen ejemplos para los que ha sido de-
mostrado positivamente, pero son ejemplos académicos y
que no se presentan habitualmente en los sistemas que
aparecen en las aplicaciones.

Para los sistemas disipativos (de nuevo en el caso pla-
no, ello significa que para todo dominio 1 se tiene que
el area de F{1) es menor que el drea de A, es decir,
que el determinante de DF en todo punto es menor
que la unidad), podemos tener los llamados atractores
extrafios. Son conjuntos que, al iterar por F atraen to-
dos los puntos de un entorno suyo, en los que existen
drbitas densas (esto es, que visitan todas las partes del
atractor) y tales que, al reseringirla dindmica Fa ellos,
se tiene dependencia sensiblea condiciones iniciales. Esa
es otra de las manifestaciones de la caoticidad. Tam-
bién poseen «vistosas» propiedades fractales, pero, de
nuevo, €so no es mas que una consecuencia elemental
de la dindmica.

La existencia de homoclinicos transversales en un siste-
ma disipativo o asegura la existencia de atractores extra-
fios. Se tienen, sin embargo, lo que podemos llamar atrac-
tores extranos en potencia, que se encuentran en la adberencia
de las curvas inestables. Hemos utilizado el calificativo en
potencia, ya que puede ser que otros atractores mds sim-
ples, como son los puntos periddicos atractores, impidan
que se desarrolle un auténtico atractor extrano, siendo los
puntos del potencial atractor capturados por la érbita pe-
riddica.

Sistemas que no son conservativos ni disipativos, es de-
cir, para los que existen dominios donde | det(DF) | es me-
nor que 1 y otros donde es mayor que 1, pueden tener
atractores extranos si, en promedio, se tiene cierta disipacion.
Un ejemplo ilustrativo se verd mds adelante cuando mos-
tremos c6mo «prefabricar» un atractor extrafio. De manera
parecida puede hablarse de repulsores extraiios. No son mis
que atractores extrafios por la aplicaciéon £,

Pasando a cjemplos de dindmica sensible a las condicio-
nes iniciales podemos comentar algunos que aparecen en
aplicaciones varias.

* La dindmica de los planetas del Sistema Solar. Si se
considera la parte importante del Sistema Solar, esto
es, la mds masiva, formada por el Sol y los planetas gi-
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gantes (Jupiter, Saturno, Urano y Neptuno), simula-
ciones numéricas de su movimiento durante inter-
valos de tiempo de aproximadamente la edad del sis-
tema solar parecen indicar que su comportamiento
es muy regular. Por el contrario, si incluimos la par-
te importante para nosotros con Mercurio, Venus, la
Tierra y Marte, esto es, los planetas menores, la si-
tuacion es distinta y se manifiesta una cierta caotici-
dad. Se estima que el exponente maximal de Lyapu-
nov para los 8 primeros planetas es de 1 unidad si
tomamos como unidad de tiempo 5 millones de anos.
De forma equivalente, al cabo de 100 millones de anos
la amplificacién de errores es de exp(100/5) = 5 x 10%,
Hay errores en los datos iniciales de los planetas que
van a implicar errores notables al cabo de un tiempo
grande y que, sin embargo, no tienen nada que ver con
comportamiento cadtico. Me refiero a errores en la de-
terminacion de las frecuencias con que se mueven al-
rededor del Sol. Un error de 107 (en vueltas/afio)
implica un error de 1/2 vuelta al cabo de 500 millo-
nes de anos. Sin embargo, esos errores crecen lineal-
mente con el tiempo. Los que provocan la caoticidad
son mds sutiles. Las drbitas de los planetas vienen ca-
racterizadas, por ejemplo, por los llamados elementos
keplerianos. Entre ellos tenemos la excentricidad, la
inclinacién respecto a un plano de referencia y sus
variables angulares asociadas, el argumento del pe-
rihelioy el argumento del nodo. Esos elementos serfan
constantes si s6lo considerdramos el problema de dos
cuerpos formado por el Sol y el planeta estudiado.
Debido a los efectos de unos planetas sobre otros, se
producen perturbaciones en dichos elementos y va-
rian con el tiempo. Se producen resonancias en que
aparecen combinaciones lineales de los argumentos de
perihelio y nodo de varios planetas. Esas combina-
ciones lineales se comportan como péndulos pertier-
bados. En los mismos aparecen puntos hiperbélicos
(correspondientes al punto de equilibrio inestable de
un péndulo, con la masa por encima del punto de
sustentacion). Es el paso cerca de ellos y la escisién de
las separatrices de esos puntos hiperbélicos lo que
provoca la caoticidad del Sistema Solar. Esta involu-
cra, pues, las excentricidades, inclinaciones y argu-
mentos de perihelio y nodo de, bdsicamente, los pla-
netas menores.

Orro ejemplo astronémico aparece al estudiar el mo-
vimiento del eje de rotacion de los planetas. En el caso
de la Tierra es sabido que el eje de rotacién se mue-
ve aproximadamente sobre un cono, debido a la falta
de esfericidad de la Tierra y a los efectos combinados
de los pares de fuerzas creados por la Luna y el Sol.
Es el efecto conocido como precision de los equinoccios,
que implica un giro del eje de rotacién de unos 50”
por afio. Al mismo tiempo, la inclinacién del ecuador
terrestre respecto de la ecliptica se mantiene casi cons-
tante alrededor de 23°. Esta inclinacién se conoce

como oblicuidad de la ecliptica.
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* Consideremos qué pasaria en ausencia de la Luna.

Aunque es mucho mds pequena, su proximidad hace
que el efecto de la Luna sea el doble que el del Sol. Por
tanto, sin la Luna la precision de los equinoccios ten-
dria lugar a razén de unos 17" por ano. Existen per-
rurbaciones sobre la rotacién de la Tierra debidas a los
planetas mayores (principalmente efectos de Jipiter
y Saturno) que tienen casi exactamente esta frecuen-
cia. Esas perturbaciones exteriores entrarfan en reso-
nancia con la velocidad angular del eje de rotacién
provocando que la inclinacidn del ecuador respecto
a la ecliptica tuviera un comportamiento cadtico. Si-
mulaciones numéricas cuidadosas muestran que la
inclinacién de dicho eje podria, en tal caso, variar en-
tre 0° y 60°. Una inclinacién nula provocaria la fusién
de los casquetes polares y, al haber menor cantidad de
radiacién solar reflejada, habrfa un aumento medio de
la temperatura en la superficie de la tierra que se ci-
fra en +50 °C. Un efecto contrario, con variaciones
medias de —50 °C, se producirfa en el caso de incli-
naciones grandes. Con tales extremos climaticos, l
vida seria ciertamente imposible para la especie humana.
La dindmica de naves espaciales pasando cerca de un
cuerpo masivo ilustra tambi¢n el aprovechamiento de
la dependencia sensible para conseguir importantes
ahorros de energfa. En efecto, pasos cerca de la Luna
o de los planetas grandes aprovechan el campo gra-
vitatorio de los mismos para conseguir variaciones
importantes en la trayectoria de la nave. Conocidos
como flyby, requieren una excelente precisién en
las coordenadas de la nave y efectuar pequefias ma-
niobras de correccién para pasar por el lugar deseado.
También las 6rbitas, aproximadamente periédicas y
cuasiperiddicas, que se encuentran cerca de los pun-
tos de libracion colineales de los sistemas Tierra-Sol,
Luna-Tierra y otros que puedan utilizarse en el futu-
ro, dan una buena oportunidad de urilizar la hiper-
bolicidad, tanto para aproximarse a ellas (siguiendo
su variedad estable), como para controlarlas de forma
eficiente (aprovechando caracteristicas de la dindmi-
ca para ahorrar energfa), o para partir hacia nuevas mi-
siones (siguiendo la variedad inestable).

La dindmica de estrellas en una galaxia puede estu-
diarse considerando que el efecto de las estrellas de la
misma sobre una estrella dada es, aproximadamente,
el debido a un campo medio creado por las propias
estrellas. Asf, el problema se simplifica y basta estudiar
6rbitas en un sistema hamiltoniano de tres grados de
libertad. De hecho, fue en modelos simplificados de
dos grados de libertad en donde se observaron, ya en
los afos sesenta, ejemplos de 6rbitas cadticas por
M. Hénon y C. Heiles. La actividad en ese dominio
es muy grande, ya que, aun con las fuertes simplifi-
caciones que comporta, existen muchos puntos fun-
damentales no clarificados. Constituye un paradig-
ma para modelos en miltiples campos, desde la
dindmica de estrellas a la de particulas en un acelera-
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dor, desde cinética quimica a érbitas de naves espa-
ciales.

La meteorologia constituye uno de los paradigmas por
excelencia de dindmica cadtica. En una situacién an-
ticiclénica, las trayectorias en el espacio de fases son
muy regulares y, localmente en tiempo, esto es, du-
rante un lapso de unos cuantos dias, el exponente
maximal de Lyapunov puede ser aceptablemente pe-
queno. No asi en una situacion cicldnica. Entonces
es facil tener exponentes del orden de 1 unidad si uti-
lizamos 1 dfa como unidad de tiempo. Y pueden ser
mucho mayores en situaciones extremas o si queremos
considerar de forma precisa la meteorologia en una re-
gién pequena. Pensemos que un exponente de 1 sig-
nifica que en 3 dfas los errores se amplifican por un
factor 20. Una imprecisién de un 5% en los datos
iniciales puede llevar a errores del 100% en 3 dias.
Si en el futuro se puede disponer de datos mis pre-
cisos, lo tnico que se consigue es ampliar el horizon-
te de predecibilidad. Siguiendo con exponentes de
Lyapunov de 1 unidad, errores de un 1 por mil se
amplifican al 100% en una semana. Por tanto, los
errores de prediccion, tan comunes en meteorologfa,
no cabe achacarlos, de ningtin modo, a los profesio-
nales de esa disciplina, sino a la inestabilidad intrin-
seca de la misma.

La climatologia a escala global es una de las fuertes
preocupaciones de la Humanidad. Al principio de es-
tas notas se han mostrado unas ilustraciones de 6rbi-
tas en un modelo extraordinariamente simplificado, el
modelo estacional de Lorenz de 1984. No debe ser te-
nido en cuenta para ningiin efecto prictico. Sélo
como un paradigma para entender modelos més rea-
listas. Como las figuras ilustran, pequefios cambios en
los pardmetros pueden llevar a cambios notables en el
comportamiento. Sin embargo, siguiendo esta linea
de pensamiento, es ya factible disponer de modelos
cualitativamente aceptables (y, en un futuro préxi-
mo, también cuantitativamente) para fenémenos rea-
les relevantes a escala mundial, como El Nijio. (Véase
mis adelante en la discusin sobre las cuencas de atrac-
cidn y descripciones probabilistas.)

Por supuesto, toda simulacién numérica de un sis-
tema cadtico realizada en un ordenador tiene errores
inevitables en la trayectoria que se calcula. Pensemos
que en cada operacién aritmética se introducen erro-
res, que se amplifican por la inestabilidad intrinseca
del sistema. Podemos utilizar técnicas refinadas de
calculo. Por ejemplo, he realizado simulaciones ma-
sivas del modelo Lorenz 84 utilizando métodos de
Taylor de orden elevado, de los que he entresacado las
figuras aqui mostradas. Ademds de ser mucho mis
precisos, en este caso son también mucho mds rdpi-
dos que los métodos utilizados en los programas de
simulacion mis divulgados. En caso de necesidad
puede utilizarse aritmérica de precisién elevada (esto
es, podemos trabajar con 1.000 cifras decimales si
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queremos). Pero, ademds del costo computacional
que esto supone, veremos mds adelante que ello no es
preciso. No importa tanto el punto concreto del atrac-
toren que se halla el sistema, como la forma y propie-
dades globales del mismo.

Dados, ruletas y tirar monedas son popularmente acep-
tados como paradigmas de aleatoriedad. Sin embar-
go, se trata de sistemas mecdnicos relativamente
simples y que se rigen por leyes perfectamente deter-
ministas. El hecho de que su resultado se acepre como
aleatorio radica de nuevo en la dependencia sensible a
las condiciones iniciales. Si consideramos, por ejem-
plo, el caso de un dado, cada vez que golpea la mesa
con uno de sus vértices, aunque éste esté ligeramen-
te redondeado y admitamos unas propiedades eldsti-
cas uniformes y una construccién cuidadosa, minimos
cambios en el punto de impacto se amplifican consi-
derablemente. El rebote depende también de la ve-
locidad angular en el instante de impacto. Si todos los
datos se conocieran con la precisién requerida, po-
driamos predecir ¢l resultado. Pero dicha precisién es
mucho mds grande de lo que somos capaces de me-
dir. Lo mismo se aplica a la ruleta o a tiradas de mo-
nedas.

También son muy utilizados los programas de or-
denador de generacion de niimeros aleatorios. Como
todo programa, es absolutamente determinista. Co-
nociendo el algoritmo y el valor inicial, el resultado
queda univocamente determinado (notemos que, si
se utiliza aritmética de punto flotante, depende tam-
bién del procesador, compilador y sistema operativo
usado). En todo caso se utilizan algoritmos fuerte-
mente sensibles a condiciones iniciales. Sus resultados,
aunque deterministas, pasan los tests estadisticos de
aleatoriedad. Pero, hablando con propiedad, no po-
demos atribuirles cardcrer aleatorio, sino pseudoalea-
torio o cuasialeatorio.

Notemos que, desde un punto de vista matemdrico, to-
dos los ejemplos mencionados son semejantes. Las causas
del comportamiento caético son pricticamente las mismas.
En ciertos casos, el caos puede manifestarse al cabo de
millones de afios. En otros, al cabo de pocos aios, de dias
o de fracciones de segundo. Ello es sélo una cuestion de
escalas de tiempo, relevantes para nosotros, pero irrelevan-
tes en abstracto.

«PREFABRICANDO» CAOS

Vamos a mostrar ahora, paso a paso, cémo se puede
prefabricar un atractor extranio. Este es un ejemplo que he
utilizado en diversas ocasiones e instruye sobre el papel
de los distintos ingredientes.

Para ello usamos una familia de aplicaciones que de-
pende de varios parimetros:

F;‘,;:.n'(x’ J’) = {2’ j)
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donde

X=X +EY,
J=y+&Elx—x+uglx » al

Primero consideramos el caso conservativo: i = 0 (y,
por tanto, el valor de ges irrelevante). En ese caso la trans-
formacién estudiada preserva el drea y es préxima, si € es
pequenio, al flujo @, del hamiltoniano H = y'/2— /2 + x*/4.
El origen es un punto fijo hiperbélico. Ademis, los pun-
tos fijos e, y e, de coordenadas (1,0) y (~1,0), respecti-
vamente, son de tipo eliptico. Localmente ¢, (y £, ) se
comporta como una rotacién en ellos. Recordemos que,
para una aplicacion que preserva drea, @, si un valor pro-
pio de D¢ (x*) es A, donde suponemos que x*es un pun-
to fijo de ¢, entonces el otro valor propio es 1/A. El pun-
to fijo se llama eliptico si A es un nimero complejo de
médulo 1, distinto de +1 y de —1. Naturalmente, la par-
te lineal de la aplicacion alrededor del punto fijo es una
rotacién, ya que, mirdndola en el plano complejo, sélo
consiste en multiplicar por un nimero de médulo 1.

Bajo el flujo ¢, ¢l periodo limite, cuando tendemos ha-
cia uno de estos dos puntos fijos, es V2. A medida que
nos acercamos a la separatriz (el nivel /= 0), el periodo
tiende hacia infinito, creciendo monétonamente. El -
mero de rotacion se define, sobre estas 6rbitas, como la fre-
cuencia: 271/ periodo. Como F,, es una perturbacion re-
lativamente pequena (O(€%)) de ¢, y @, es una aplicacién
de las llamadas rwist (la derivada del mimero de rotacién
respecto a la energfa es distinta de cero); el teorema del twist
de Moser (0 mds generalmente, ¢l teorema de Kolmogo-
rov-Arnol'd-Moser, KAM) asegura que hay curvas inva-
riantes por F, .

La figura 3 muestra tres de estas curvas, como y+y y+ al-
rededor de e, y ¢, respectivamente, y I en la parte exte-
rior. Ello implica que los iterados sucesivos de puntos cer-
canos a la separatriz estén confinados. Naturalmente, esto
vale si € es suficientemente pequefio. Creo que en nues-
tro ejemplo hace falta | £| < 0.56... Dibujando los itera-
dos de un punto conveniente cerca del origen, parece que
éstos cubran una region de medida positiva. La pregunta

Fig. 3
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que hay que formularse es si la adherencia de la 6rbita tie-
ne medida positiva. Esta cuestién estd relacionada con la
que formulamos antes sobre entropfa métrica positiva.

Vayamos ahora al caso no conservative. Lo que queremos
hacer es razonar cémo hay que escoger la forma que ha de
tener ¢l difeomorfismo y los pardmetros adecuados para
que se tenga dindmica no predecible, no sélo para ciertos
puntos cerca de la zona donde estaba la separatriz del sis-
tema hamiltoniano inicial, sino para la mayor parte de
puntos en un entorno grande alrededor del origen. En
otras palabras, mostraremos cémo se puede fabricar un
atractor extrano paso a paso. Consideremos, pues, u >0y
ax, 3 a) =y blx, 3 a). Quisiéramos que los puntos fijos
(que con la gde la forma escogida son los mismos que en
el caso conservativo) fueran como sigue: el (0, 0) de tipo
silla disipativa (es decir A, > 1,4, < 1, A, A,< 1) y los (1, 0)
y (=1, 0) de tipo foco repulsor, para que no atraigan nin-
gun punto. Ademds, quisiéramos que el determinante de
DF, ,, fuera <1 en todas partes salvo en un entorno de
los puntos e, y e.. Esto garantizarfa un cardcter disipativo.
C?g
d;
Escogemos la funcién Alx,ya), para conseguir ese objeti-
VO, como

El determinante mencionado se expresa como 1 + £

9 2 bl l q
—hwwmfﬁmw

Con esta eleccién de 4 se tiene det .
(D) = 1 + eu(=1 + ax’ - (xuf)’)
El flujo limite (cuando £—0), que es solucién de la
ecuacion diferencial

et
J=x—x+ugx y a)

tiene una bifurcacion de Hopfen e, y en ¢ paraa=2. Una
conexion homoclinica se presenta para valores de los pardme-
tros de la forma (u, a(u)), donde limy—0a(u) = 2.81457...
Pasemos a la transformacién F, . En primer lugar, ob-
servemos que para tener un difeomorfismo precisamos
det (D$)>0 (por ser perturbacién de un flujo, Fpreserva
orientacién). Si tomamos « > 0 y puntos (x, y) en una
bola de radio rcentrada en (0, 0), se precisa gu(1 + #') < 1.
Por ejemplo, si tomamos € = 0.6, i = 0,05, 2= 3, labola
de radio 1.7 tiene todas las imdgenes dentro de la bola de
radio 2.35, donde se satisface la condicién de difeomor-
fismo, y un iterado conveniente de la bola vuelve a caer
dentro de ella. Asi la bola contiene un atractor. Fijados &
y u existen valores de « para los cuales hay puntos ho-
moclinicos transversales como se desea. Por lo que aca-
bamos de decir, si tomamos puntos en una bola de radio
conveniente, se tiene

) ¢"B,C B,

n=1

Por otra parte, como e, y ¢ son focos repulsores, hay cur-
vas como las I', 7, y . de la figura anterior, tales que el
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atractor estd contenido en la region limitada por I' y fue-
ra de los dominios limitados por y, y por y.. El atractor
puede ser una curva invariante, una drbita periddica o un
atyrdctor extrano.

En nuestro caso, el atractor extrafio estd contenido en
la adherencia, W de la variedad inestable del punto silla.
La figura 4 muestra el atractor que se obtiene tomando la
aplicacion de la familia F, , , para los siguientes valores de
los pardmetros: € = 0.6, u = 0.05 y « = 2.8. El punto ini-
cial ha sido x = 0.01, y = 0. Se ha calculado primero un
millén de iterados, que se consideran como un transito-
rio, y se ha dibujado el siguiente millén de iterados. Uno
de los problemas badsicos es demostrar que, fijados £y p,
la medida del conjunto de valores de «a» para los cuales hay
atractor extrafio es positiva, aunque dicho conjunto sea,
posiblemente, totalmente disconexo (es decir, no contie-
ne ningtin intervalo abierto). Ello se ha conseguido para
ciertos paradigmas de atractores, y hay un convencimiento
de que es asi en general.

Fig. 4

En este momento conviene insistir en el problema que
representa la existencia de atractores extranos (o, en general,
de cualquier dindmica cadtica) en lo que respecta a la re-
petitividad de los experimentos. Si un fenémeno natural es
determinista, pero tiene una dindmica que da lugar a atrac-
tores extrafios, y repetimos un experimento para confir-
mar la validez de un modelo matemdtico, tendremos pro-
blemas. En efecto, los distintos experimentos se hacen
con pardmetros ligeramente diferentesy con condiciones ini-
ctales también ligeramente diferentes. Como consecuencia
de la variacién del atractor con los pardmetros y de la de-
pendencia sensible a las condiciones iniciales, los resulta-
dos pueden ser, aparentemente, muy distintos. Si no pen-
samos que puede haber atractores extrafios, podremos creer
que el modelo no es correcto o, incluso, que no se puede
admitir que el fenémeno sea determinista. Entonces hace
falta entender el modelo, las bifurcaciones que tiene para
valores de los pardmetros cercanos a un valor dado, y la es-
tructura geométrica del atractor en el espacio de fases para
interpretar correctamente los datos experimentales y po-
der validar ¢l modelo. Se puede representar grificamente el

atractor y comparar su forma y la manera en que los su-
cesivos iterados se reparten sobre ¢l (es decir, la medida
invariante que pueda haber sobre el atractor) con la co-
rrespondiente forma del conjunto de datos experimenta-
les cuando se toman simultineamente los correspondientes
a diversas magnitudes y se proyectan en algiin espacio, y
con la distribucién probabilistica experimental de los pun-
tos en distintas regiones.

CUENCAS DE ATRACCION Y DESCRIPCIONES
PROBABILISTAS

Vamos a concentrarnos ahora en el caso disipativo. Sea
A un conjunto positivamente invariante: F(A) C 7. La
interseccion de todos los iterados de {4 (que es un conjunto
de medida nula) contiene todos los atractores a los que
puede tender un punto de 1. Dado un punto inicial en
ese conjunto podemos preguntarnos como se delimiran las
cuencas de atraccion de los posibles atractores que pueden
coexistir. La respuesta es simple: son variedades estables de
puntos fijos o de érbitas periddicas las que separan las dis-
tintas cuencas. Para un estudio detallado hay que atender
a las posiciones relativas de unas variedades respecto a
otras, y tener un cuenta si el difeomorfismo preserva orien-
tacién o la cambia.

Por otra parte, los atractores propiamente dichos se ha-
llan en la adherencia de variedades inestables. Cuando
una variedad inestable experimenta una tangencia con
una estable el atractor en potencia es destruido y sus pun-
tos van a parar a un atractor distinto. Todo ¢l proceso de
creacion y destruccidn de atractores, cémo se escinden o
cémo se acoplan es ficilmente explicable en términos de
tangencias homoclinicas y heteroclinicas. Por supuesto,
los aspectos geométricos se complican en el caso de di-
mensiones elevadas, aunque los principios bdsicos son los
mismos.

Dado que sobre un atractor extrafio existe una dindmi-
ca sensible a condiciones iniciales, no es posible predecir
en qué punto del mismo va a encontrarse un iterado dado,
si el nimero de iteraciones es superior al horizonte de pre-
decibilidad. Es decir, después de aplicar Fun cierto niimero
de veces, la distancia entre los iterados de dos puntos, xe
% que inicialmente eran indistinguibles (porque su dis-
tancia era menor que los errores de medida o de repre-
sentacion en ordenador), puede llegar a ser del orden del
tamano del atractor. El objeto relevante, entonces, no es
la posicién de un iterado dado, sino la distribucién de los
sucesivos iterados a lo largo del atractor, Esta viene expresa-
da mediante las medidas invariantes asociadas a la dind-
mica. Una medida invariante ¢ * debe satisfacer la condi-
cién W (‘B)=u*(F'(B)) para todo ‘B medible en ).
Sobre un atractor extrafio una medida invariante nos da
la probabilidad de encontrar los iterados en cada sub-
conjunto del atractor. Al mismo tiempo esto nos permi-
te hablar de una predecibilidad parcial. No podemos saber
dénde estd un iterado, pero al menos conocemos en qué
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objeto se encuentra (el atractor) y cudl es la probabilidad
de encontrarlo a lo largo del mismo.

Esto no deja de parecer una paradoja, ya que, partien-
do de unas premisas deterministas, llegamos a la conclu-
sion de que la dependencia sensible a condiciones inicia-
les puede producir como efecto que los iterados de un
punto inicial pierdan la memoria del punto de que han par-
tido. Esa pérdida de informacion no es mds que un reflejo
de la creacidn de entropia que lleva a cabo el sistema. De-
bemos poner en guardia que eso va a ocurrir en el limite,
cuando el ndmero de iterados tiende a %. Durante el pe-
riodo transitorio ¢l comportamiento puede ser muy dis-
tinto. Incluso puede suceder que el arracror sea una 6rbi-
ta periddica, pero que los primeros 10 millones de iterados,
por ejemplo, induzcan a creer que estamos en presencia de
un atractor extraio. Cual de las dos cosas es mds impor-
tante, si el comportamiento limite o el transitorio, de-
pende del sistema fisico. Es posible que el fenémeno es-
tudiado desaparezca antes que se alcance el limite en el
modelo matematico. Asi se entiende, por ejemplo, que si
admitimos un cierto modelo, vilido en la actualidad, para
el sistema solar, podamos llegar a la conclusién que los
planetas gigantes se movian en 6érbitas parecidas a las ac-
tuales hace 10" anos, cuando por esas fechas el sistema so-
lar atin no existia.

En los sistemas conservativos no hay atractores. La des-
cripeidn probabilista de los efectos de la dependencia sensible
a condiciones iniciales se hace en términos de difusidn.
Pero sutiles cuasibarreras a la difusién, que se manifiestan
en términos de dngulos extraordinariamente pequerios en-
tre las variedades en los puntos homoclinicos transversa-
les, pueden llevar a que el tiempo de difusién sea muy su-
perior a la vida del sistema. De nuevo nos encontramos con
que la relevancia de los efectos va a depender de las esca-
las de tiempo.

LA OMNIPRESENCIA DEL CAOS

En muchos sistemas naturales se manifiestan, en ma-
yor o menor grado, ciertos efectos dindmicos no ordena-
dos o cadticos. En realidad, en los sistemas deterministas,
el caos es simplemente un orden mds complejo de lo que nos
parece habitual. O bien, que es mds dificil de reconocer.
La relevancia de los efectos caéticos depende de las zonas
afecradas.

Ciertamente hay sistemas disipativos en los que el tini-
co atractor que existe es un punto fijo. Desde un cierto pun-
to de vista son sistemas muy agradables y ficiles de describir,
ya que todo tiende hacia una situacién estable. Desde otro
punto de vista, son sistemas poco interesantes, ya que po-
demos considerar que estdn muertos. Lo mismo podemos
decir de sistemas que poseen una tnica 6rbita periédica
globalmente atractora. Usando una aplicacién de Poin-
caré se reducen al caso anterior.

Desde un punto de vista heuristico es muy razonable es-
perar comportamientos caoticos. En efecto, por una par-

te se requieren situaciones de equilibrio inestable de tipo
silla, l6gicas cuando hay diversas fuerzas que actian sobre
un mismo objeto. En un péndulo, esas fuerzas son la gra-
vedad y la reaccién del eje en el que se sustenta el péndu-
lo. En una reaccién quimica hay que atravesar una barre-
ra de potencial para que se produzca la reaccion, pero esa
barrera puede tener distinta altura en direcciones distin-
tas, por lo que existen puntos tipo silla. Por otro lado, la
naturaleza no suele ser, aforcunadamente, lineal. Ambas co-
sas se combinan para dar lugar a homoclinicos. La exis-
tencia de separatrices exactas es un hecho altamente dege-
nerado: pequefas perturbaciones pueden destruirlas. Esto
crea la transversalidad que da lugar a las dindmicas no
predecibles.

Desde el punto de vista de anilisis de sistemas dind-
micos es ficil también explicar la omnipresencia del caos.
En efecto, rodo sistema que dependa de pardmetros cam-
bia de comportamiento al pasar por las llamadas bifur-
caciones. Los casos mds simples de las mismas aparecen,
para ecuaciones diferenciales (siempre en dimensién 3 o
mayor), estudiando las bifurcaciones asociadas a puntos
fijos con cierta degeneracion. Hay que proceder enton-
ces a desplegar genéricamente la degeneracion. Esto es, a
estudiar cudles son las maneras mis simples de perturbar
el caso degenerado. Se tiene que aparecen, inevitable-
mente, regiones del espacio de parimetros tales que, en
el espacio de fases correspondiente, nos encontramos con
dindmica caética. Ciertamente esas regiones pueden ser
muy pequefias cerca de ese caso degenerado, pero al ale-
jarnos del mismo pueden ocupar una parte considerable
del espacio de pardmetros. En realidad, en ¢l caso de sis-
temas conservativos, lo realmente excepcional (tan ex-
cepcional que requiere que se satisfagan una infinidad de
condiciones) es que 7o exista caos. Quizd se halla en zo-
nas muy finas del espacio de fases, pero siempre estd pre-
sente.

Ciertamente queda mucho por aprender; posiblemen-
te algunas herramientas importantes para el estudio de
modelos matemiticos no han sido aiin descubiertas, y la
explotacion sistemdrtica de métodos numéricos y grificos
para ese estudio se encuentra en sus inicios. Pero los prin-
cipios geométricos bdsicos parecen ya suficientemente
claros.
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