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INTRODUCCION

El saber matematico y el potencial de cilculo de las ci-
vilizaciones forman parte de su historia. Los conoci-
mientos matemadticos forjados a través de siglos repercu-
ten en avances cientificos y tecnoldgicos de apreciable
impacto. Sin embargo, y a pesar del cardcter universal
inherente a las matemdticas, no es extrano que se sosla-
ye el papel de esta ciencia en la historia del pensamiento
humano. Carentes inexplicablemente de todo eco social,
los logros matematicos persisten veladamente y no sue-
len contabilizarse en el haber de los pueblos. A lo sumo,
se adscriben a ciertas minorfas que tomaron gusto a lo
dificil. Pero, bien pensado, conocer con precisién el
movimiento de los astros, lanzar proyectiles, disefar sis-
temas de votacién ponderados, elaborar modelos de vi-
rus son actividades humanas que requieren el ineludible
concurso de las matemdricas.

La llamada sociedad de la informacién conlleva asimis-
mo el uso de herramientas matemaricas especificas. En
las dltimas décadas, las nuevas tecnologias se han afianzado
en todos los dmbitos: comercio, administracién, ciencias,
medicina, ciencias sociales. Continuamente, los medios
de comunicacién ponen a nuestro alcance noticias relati-
vas a telefonia digital, televisién digital, radio digital. Para
bien o para mal, las tecnologfas digitales inciden aprecia-
blemente en los mercados financieros, por lo que pocos es-
capan a su influencia.

Dado que digital es un adjetivo derivado del sustanti-
vo latino digitus (dedo) y que la primera calculadora usa-
da por el Homo sapiens han sido los dedos de la mano, la
mera presencia de este término transluce un componente
matemadtico.

EL SISTEMA DE NUMERACION BINARIO

Por regla general, elaboramos los cilculos de la vida co-
tidiana de acuerdo con el denominado sistema de nume-
racion decimal, Nuestro sistema de numeracién consra de
diez digitos: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0, uno de los cuales

es el 0. Es de posicion, puesto que el valor de cada cifra
depende del lugar que ocupa. Y, en él, diez unidades for-
man una decena, diez decenas forman una centena, etc.
La ausencia de unidades de un orden determinado se
indica por medio del 0, con lo cual niimeros como 37, 370,
703 indican cantidades distintas. Aunque hoy nadie cues-
tiona la naturalidad de esta manera de denotar los ni-
meros, lo cierto es que su derivacién y evolucién han sido
lentas.

Con el sistema de numeracién decimal representamos
no sé6lo los nimeros naturales, sino también los niime-
ros enteros, los nimeros racionales, los niimeros reales y
los nimeros complejos. Recordemos las notaciones habi-
tuales para estos conjuntos de niimeros, asf como su des-
cripeion:
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A pesar de la operatividad del sistema de numeracion
decimal, las tecnologias digitales suelen basarse en el
denominado sistema de numeracion binario. El sistema
de numeracidén binario consta tinicamente de dos digi-
tos: 0, 1. Es de posicion. Y, en él, cada dos unidades de
un mismo orden constituyen una unidad del orden su-
perior. Los digitos binarios permiten representar fodos
los nimeros. Los siguientes ejemplos muestran la ex-
presién binaria del nidmero natural 41, del nimero ra-
cional 1/7, asi como de los niimeros reales rafz cuadra-
da de 2 y «pin:

41=1+2"+2°=101001,,
_ 1/7=0.001001,,
V2 =1.0110101000001001...,,
= 11.0010010000111111...,.

Atendiendo a tonalidades de grises, colores, o a fre-
cuencias de sonidos, toda informacién de tipo grifico o
actistico es susceptible de ser digitalizada. Es decir, con-
vertida en una sucesién de nimeros representables a su
vez por medio de ceros y de unos.

La implantacién del sistema binario como instrumen-
to idéneo para codificar la informacién se debe a su sim-
plicidad. La simulacion fisica del sistema binario es par-
ticularmente sencilla, bastando un soporte material
susceptible de dos estados. Asi, el 1 puede asimilarse a la
presencia de un impulso electromagnético y el 0, a su au-
sencia. De esta forma, los digitos binarios se convierten en
la unidad de informacién bésica o biz—acrénimo de binary
digir—. Las tecnologfas digitales codifican una conversacién,
una sinfonfa, una pelicula o un partido de fitbol en una
sucesién de ceros y unos, idénea para ser transmitida a la
velocidad de la luz y a largas distancias.

ORIGENES DE LA BASE DOS

El origen de las cifras 0, 1 es muy desigual. En cierta for-
ma, el 1 es la primera cifra utilizada en todos los sistemas
de numeracion y el 0, la mds tardia.

El hombre prehistérico se valia ya de trazos verticales para
contar, como han puesto de manifiesto astas de reno mar-
cadas con muescas procedentes del Paleolitico superior.
A su vez, unfa varios trazos verticales para facilitar su re-
cuento. Notemos que ningtin motivo obliga a unir tales
trazos de diez en diez. Podemos, con igual fortuna, utili-
zar cualquier cantidad de ellos: cinco, diez, doce, dos. La
cantidad acordada con este fin constituye la base del sis-
tema de numeracién.
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El sistema de numeracion egipcio usado en la escritura
jeroglifica (hacia 3000 a. C.) era un sistema de base 10, de
siete cifras y carecfa de 0. Para designar las primeras po-
tencias de diez, uno era representado por un palo verti-
cal; diez, por un asa; cien, por un caracol; mil, por una
flor de loto; diez mil, por un dedo doblado; cien mil, por
un renacuajo; y un millén, por un hombre con los brazos
en alto. Mediante la repeticién conveniente de estos sim-
bolos, los egipcios escribfan todos los niimeros naturales.
El sistema de numeracién egipcio no era de posicién pues
el orden de las cifras de un niimero escrito resultaba irre-
levante.

Para sumar dos cantidades, los egipcios reunfan los gua-
rismos correspondientes, sustituyendo diez unidades de
un determinado orden por la unidad del orden superior.
Asf, diez asas equivalfan a un caracol, diez renacuajos equi-
valfan a un hombre con los brazos en alto. El doblar una
cantidad era igualmente sencillo: cinco asas y un palo ver-
tical multiplicados por dos equivalian a un caracol y dos
palos verticales. Pero, ;cémo proceder en la multiplica-
cién y divisién de cantidades mayores?

Los egipcios resolvieron el problema de la muldplicacién
de una forma espléndida. Puesto que la tinica multiplica-
cién sencilla era la multiplicacién por 2, redujeron cual-
quier multiplicacién de niimeros naturales a una sucesién
de sucesivas multiplicaciones por 2. Para ello, escribfan el
multiplicando como suma de potencias de 2 y doblaban
el multiplicador tantas veces como fuera necesario, de
acuerdo con la descomposicién del multiplicando. Veamos
un ejemplo, escrito en nuestra notacién:

41x59=(2"+2°+2)%59=59 + (0 x 118) +
+ (0 x 236) + 472 + (0 x 944) + 1888 = 2419,
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A pesar de que carecian del 0, en la constatacion de los
egipcios de que todo niimero natural es expresable como
suma de potencias de dos se aprecia un precedente del sis-
tema de numeracién binario.

La escritura jeroglifica egipcia evolucioné en las escri-
turas hierdtica y demética. A la hora de representar grafi-
camente los niimeros, estas escrituras evitaban la repeticién
de los simbolos a base de incrementar el nimero de sus gua-
rismos y, por tanto, a costa de incrementar la dificultad
nemotécnica de su escritura.

La fuente mds valiosa para el conocimiento de la mate-
madtica egipcia la constituyen las inscripciones de sus mo-
numMentos y unos pocos papiros, algunos de los cuales po-
seen mds de 3000 anos de antigiiedad.

En 1858, el egiptélogo Henry Rhind adquirié en un
mercado de Luxor un papiro en escritura demética, de
6 metros de largo por 30 centimetros de ancho, todo él
de contenido matemitico. Ademds de abundantes reglas
de célculo, el Papiro Rhind contiene una coleccién de 84
problemas. En ellos, los egipcios se muestran familiari-
zados con el cilculo de dreas, voliimenes y con el mane-
jo de fracciones de numerador uno —las denominadas
fracciones egipcias—. Seglin consta en el documento, el
escriba Ahmes lo copié (hacia 1650 a. C.) de material mds
antiguo, procedente del Imperio Medio (entre el 2000
y el 1800 a. C.). Se ha especulado que la fuente intelec-
tual del Papiro Rhind podria muy bien ser Imhotep,
legendario médico y arquitecto del faraén Zoser que di-
rigi6 la construccién de la pirdmide que lleva su nombre.
En la actualidad, el Papiro Rhind se conserva en el Mu-
seo Britdnico,

ORIGENES DE LOS SISTEMAS DE NUMERACION
DE POSICION

Alrededor del afio 2400 a. C., Mesopotamia conta-
ba ya con sistemas de numeracién de posicién. El sis-
tema de numeracién sumerio era mucho mds elabora-
do que el egipcio. Se trataba de un sistema de
numeracién de posicién, de base 60, que, en un prin-
cipio, carecié del 0.

Los sistemas de numeracién de posicién permiten escribir
los niimeros con una gran economfa de guarismos. El sis-
tema de numeracién sumerio posefa inicamente dos ci-
fras: un clavo vertical denoraba el 1; una cuna horizontal
denoraba el 10. La ausencia de unidades de un determi-
nado orden se representaba mediante un espacio vacio, lo
cual era frecuente fuente de errores. De este modo, dos cla-
vos verticales seguidos de un espacio en blanco y de dos
cufias horizontales podian denotar tanto el nimero (2 x 60) +
+(2 % 10) = 140 como el niimero (2 x 60°) + (2 x 10) =
= 7220. Para evitar estos inconvenientes, alrededor del
200 a. C. empezaron a usarse dos clavos inclinados para
indicar que faltaban las unidades de un determinado or-
den intermedio. Este «0» mesopotdmico constituye un
precedente remoto de nuestro 0.
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La matemdtica mesopordmica nos ha llegado a través
de una gran cantidad de rablillas de arcilla grabadas en
escritura cuneiforme. Una de las mds célebres es la cono-
cida con el nombre Plimpton 322, que se conserva en la
Universidad de Columbia. Su contenido equivale a quince
ternas pitagéricas o soluciones de la ecuacion X'+ Y* = Z7.
Si denotamos por 4, b los catetos de un tridngulo rectdn-
gulo y por ¢su hipotenusa, las entradas de las tres prime-
ras columnas de la tablilla corresponden a las cantidades
c*/a’, a, b, respectivamente. En una columna cuarta de la
tablilla se aprecia la numeracién de sus quince filas. La
tablilla Plimpron 322 data de la época de Hammurabi
(hacia 1800 a. C.) y, aunque se ignora su finalidad, pone
de manifiesto la temprana familiarizacién de un mare-
matico sumerio con el teorema de Pitdgoras (h. 540 a. C.),
mucho antes del establecimiento de las comunidades
pitagoricas.

BREVE HISTORIA DEL CERO

El sistema de numeracion griego era alfabético. En un
contexto matemdtico, los griegos asignaban a cada letra del
alfabeto un valor numérico. El sistema de numeracién ro-
mano se basaba en principios parecidos. Tanto el sistema
de numeracién griego como el romano eran muy inope-
rantes a la hora de calcular. Su persistencia a lo largo de
los siglos se debe a que los cdlculos se efectuaban de for-
ma mecdnica, empledndose los niimeros tinicamente para
anotar los resultados. De todos los instrumentos de cilculo
utilizados —piedras (calculi), cuentas, cuerdas—, el princi-
pal fue el dbaco.

Los dbacos constan de un marco en el que se insertan
alambres con bolas engarzadas, o de cualquier otro me-
canismo equivalente, apto para la visualizacién de las ope-
raciones aritméticas. Los abaquistas, o personas especial-
mente entrenadas en su uso, no necesitan conocer el porqué
de los movimientos de las bolas para efectuar una opera-
cién, basta con que sean hdbiles en su manejo. En nues-
tros dfas, los dbacos todavia son usados en Oriente.

Los astrénomos griegos siguieron utilizando los siste-
mas de numeracion de posicién mesopotimicos de base 60.
Tolomeo de Alejandrfa (h. 90 - h. 160) empleé un sim-

Abaco chino.
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bolo parecido a la letra griega émicron para dar a entender
que faltaban las unidades de un determinado orden. En
el libro primero de su Sintaxis matemdtica, obra mds co-
nocida por el nombre drabe de Almagesto (que significa
«el mds grande»), Tolomeo construye una tabla de cuer-
das de arcos desde '/,° hasta 180°, de medio en medio
grado, equivalente a una tabla actual de senos de dngulos
de '/,° hasta 90°, de cuarto en cuarto grado. El Almages-
to se convirti6 en el libro de referencia bdsico para los as-
tronomos durante mas de mil afnos.

Tolomeo introdujo en su Geografia el sistema de longi-
tudes y latitudes que todavia usamos hoy para fijar las
coordenadas geogrificas; sin embargo, en su época no se
conocfa ningtin sistema para determinar longitudes geo-
gréficas. Segiin Carl C. Boyer, un cdlculo de Tolomeo ba-
sado en una estimacién errénea del radio de la Tierra efec-
tuada por Posidonio (h. 135 - h. 50 a. C.) habria inducido
a Cristébal Coldn a subestimar la distancia de Europa a
la India navegando hacia el Oeste.

Tolomeo de Alejandria (h. 90 - h. 160 d. C.) consultando el
astrolabio.
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Euclides de Alejandria (s. 11 a. C.) demostré gue existen infinitos
numeros primos.

PROTOHISTORIA DE LA TEORIA DE NUMEROS

Los tratados mds antiguos de la matemdtica griega que
han llegado a nuestros dias son las obras de Euclides (h. 315
-h. 225 a. C.). Euclides, formado probablemente en Ate-
nas, no hacia especial hincapié en los aspectos pricricos de
las matemadricas. Durante la dinastia de los Ligidas ocu-
pé el cargo de profesor del Museo de Alejandria, donde
escribié su obra mis famosa, los Elementos, concebida
como un libro para el aprendizaje de la geometria. La obra
consta de trece libros. El material de los dos primeros se
supone que procede en parte de los pitagéricos. Los Libros
11T y IV podrian estar tomados de Hipdcrates (h. 430 a. C.),
autor de unos Elementos de geometria que se han perdido.
De Hipécrates sabemos por Aristételes que, siendo mer-
cader, perdié todo su dinero en Bizancio debido a un frau-
de; sin embargo, nunca considerd este hecho como una des-
gracia, pues a consecuencia de €l pudo dedicarse al cultivo
de la geometria. Hipdcrates se habria dedicado al proble-
ma de cuadraturas de linulas, con la esperanza de poder
un dfa cuadrar el circulo.

Tres de los trece libros de los Elementos estan dedicados
al estudio de los nimeros naturales. En los Libros VII,
VII y IX, Euclides trata cuestiones basicas sobre divisi-
bilidad, mdximo comtin divisor y minimo comiin muilti-
plo; describe el algoritmo para la determinacién del ma-
ximo comun divisor que alin usamos en nuestros dias y
define los conceptos de niimero primo, niimero perfecto,
niimeros amigos, etc., ya conocidos por los pitagéricos. Re-
cordemos que un niimero natural se denomina primo si ca-
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rece de divisores distintos de 1 y él mismo. Los prime-
ros nimeros primos son 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19. Eu-
clides demuestra que existen infinitos niimeros primos:
«existen mds niimeros primos que en cualquier cantidad
de nimeros primos fijada de antemano». El lenguaje de
los Elementos es preferentemente geométrico; asi, ante
una igualdad » = mk, Euclides nos dice que «» estd me-
dido por m».

Eratéstenes de Cirene (h. 284 - h. 202 a. C.), astréno-
mo, matemdtico y bibliotecario del museo, es recordado
por haber ideado un procedimiento que permite obtener
todos los niimeros primos por debajo de una cantidad
dada: la denominada criba de Eratéstenes. También rea-
lizo una medida del radio de la Tierra mucho mads apro-
ximada que la de Posidonio.

En relacién con el estudio de los nimeros, la Escuela de
Alejandria produjo en el llamado segundo periodo (ha-
cia el siglo 111) una obra singular: la Aritmética de Dio-
fanto. La Aritmética consta de una coleccién de 150 pro-
blemas relativos a propiedades de los nimeros. Los
nimeros son tratados por sus propiedades intrinsecas, sin
referencia alguna a medidas de grano, dimensiones de
campos o unidades monetarias (salvo en un problema
de mezclas, relativo al precio de unos vinos). En general,
Diofanto se limitaba a ofrecer soluciones particulares exac-
tas de los problemas, sin pretender ningtin método gene-
ral. Puesto que el contenido de la obra es eminentemente
aritmético y en ella no se emplean métodos geométricos,
Diofanto estd mds proximo a la matemdtica mesopotimica
y a la matemdrica de los pitagdricos que a la matemadtica
griega del primer periodo de la Escuela de Alejandrfa. Por
ejemplo, en el célebre problema I1I-8, se ocupa de las ter-
nas pitagéricas: «descomponer un cuadrado dado en suma
de dos cuadrados».

Otros problemas de la Aritmética conducen a la resolu-
cién de ecuaciones de la forma:

X*=1+30Y,0obienX*=1+26Y"

En honor de Diofanto de Alejandria, las ecuaciones po-
linémicas de coeficientes enteros (o racionales) de las que
se buscan sus soluciones enteras (o racionales) reciben el
nombre de ecuaciones diofinticas.

ORIGENES DEL SISTEMA DE NUMERACION DECIMAL

La cuna del sistema de numeracién decimal y de las ci-
fras que empleamos en la acrualidad se halla en la civili-
zacion india. Los matemdticos indios lograron reunir en
un tinico sistema de numeracion las ventajas que hemos
apreciado en distintos sistemas de numeracién de la An-
tigiiedad. Su sistema de numeracién es de posicién, de
base decimal y posee una cifra para cada uno de los diez
numerales basicos, incluido el 0.

El matemdtico y astrénomo indio Aryabhata (n. 476)
escribié alrededor del ano 499 el Aryabhatiya, una obra des-
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criptiva, versificada en 123 estrofas, en las que se sumi-
nistran abundantes reglas de cdlculo. El autor procede al
cdlculo de raices cuadradas, raices ciibicas, maneja pro-
gresiones aritméticas y proporciona formulas para el cilculo
de dreas y volumenes, aunque no todas correctas. En el
Aryabhatiya se encuentra una tabla de senos de dngulos me-
nores de 90° para 24 intervalos angulares de 3 */,° cada uno.
De su afirmacién «de un lugar a otro, cada uno es diez ve-
ces el que le precede» se desprende que Aryabhata estaba
familiarizado con el uso del sistema de numeracién deci-
mal de posicién.

En cuanto a la procedencia de los guarismos que em-
pleamos para la representacién de los niimeros, se han
formulado hipéresis diversas. Al parecer, nuestras cifras
derivan de las nueve primeras cifras brahmi, de los si-
glos 111-11 a. C., tras haber experimentado muiltiples trans-
formaciones. En la India se origina asimismo el guarismo
del cual deriva nuestro 0: un huevo de oca. El primer
testimonio epigrafico indio del 0 es una inscripcién del
afio 876. La forma actual de las cifras no quedaria fijada
en Occidente hasta el siglo XV, tras la invencién de la
imprenta.

Un siglo posterior a Aryabhata encontramos al mate-
mdtico Brahmagupta (598 - 665), en cuya obra apare-
cen sistematizadas no sélo las reglas de cdlculo del sis-
tema decimal con el 0, sino también el cilculo con
nimeros negativos. Brahmagupra presenta muchas se-
mejanzas con Diofanto de Alejandria. El dlgebra de
ambos es sincopada; es decir, las operaciones y las in-
cognitas se representan abreviando las palabras corres-
pondientes.

El sistema de numeracién decimal de posicién y con
el 0 fue usado por el matemdtico y astrénomo Bhaskara
(1114 - 1185), autor del Lilavati, obra que contiene una
recopilacién de problemas cuya resolucién conlleva el ma-
nejo de ecuaciones lineales, cuadriticas, cdlculo de dreas,
progresiones aritméticas, progresiones geométricas, cilculo
de raices y ternas pitagoricas. El nombre del tratado corres-
ponde al de la hija de Bhaskara.

LA TRANSMISION A OCCIDENTE DE LOS NUMERALES
INDIOS

Cuenta una leyenda que el califa de Bagdad Al-Mamun
(809 - 833), tras haber dialogado en suenos con Aristé-
teles, decidid traducir al drabe todas las obras griegas a su

S Pl 686 7 Bl le o
123 84¢fv=o0
Nimeros nagari (hacia el siglo i)

Las cifras nagari del siglo .
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Leonardo de Pisa, Fibonacci (1180-1250).

alcance. De esta forma, el Almagesto de Tolomeo y los
Elementos de Euclides fueron traducidos al drabe en el si-
glo IX.

La Casa de la Sabiduria, fundada por los califas Harun
al-Rasid y Al-Mamun se convirti6 en el siglo 1X en la he-
redera del Museo de Alejandria. Muhammad bin Musa
al-Khwarizmi (m. hacia 845) fue el matemdtico mds desta-
cado de aquella institucién. Su texto De numero indorum,
escrito alrededor del 820, sirvié para consolidar las cifras
indo-ardbigas, el 0, el sistema de numeracién de posicion
de base 10, asi como sus reglas de cilculo. El original
drabe de dicho texto se ha perdido; tampoco queda clara
la autorfa de la traduccién latina, habiéndose atribuido
ésta a Adelardo de Bath y a Juan de Sevilla. En cualquier
caso, parece indudable que la traduccion latina se realizé
en nuestra Peninsula, por lo que Espana tuvo un papel
relevante en la transmisién del cdleulo a Occidente. La
version mds antigua conservada del texto mencionado
de Al-Khwarizmi es del siglo XiI y procede de la Escuela
de Traductores de Toledo.

Citemos asimismo que Abu-1-Welfa (940 - 998) tradu-
jo del griego la Aritmética de Diofanto, adelantdndose a
las traducciones latinas de la obra, que no verfan la luz
hasta el siglo XVI.

El hecho de poseer un sistema de numeracién operati-
vo permitié incrementar la precisién de los cilculos, as
como conservar los resultados parciales, lo cual facilitaba
enormemente la comprobacién de los resultados. La apro-
ximacién del nimero m = 3,14159265358979 calculada
por Al-Kasi (1380 - 1429) da cuenta de las posibilidades
que el nuevo sistema de numeracion ofrecia. Al-Kasi tra-
bajé en el observatorio de Samarcanda. Su récord en el
cileulo de 7 no serfa emulado hasta finales del siglo xv1.
(La frase «How I wanr a drink alcoholic, of course, after
the heavy lectures involving quantum mechanics» sirve

de recurso nemotécnico, puesto que el nimero de letras
de cada palabra corresponde a los sucesivos digitos de 7
calculados por Al-Kasi.)

Leonardo de Pisa (1180 - 1250), mds conocido por Fi-
bonacci (hijo de Bonaccio), era hijo de un mercader que
poseia negocios en el norte de Africa. Su juventud trans-
curri6 en gran parte en el mundo drabe, en donde Fibo-
nacci aprendié el cdlculo con las cifras indo-ardbigas y es-
tudié los Elementos de Euclides. En 1202, Fibonacci dio
a conocer su Liber abaci, verdadero compendio de las ma-
temdticas medievales. En contra de lo que su titulo su-
giere, el Liber abaci no estaba dedicado al aprendizaje del
dbaco, sino al del cdlculo con las cifras indias. Fibonacci
explica el funcionamiento de las operaciones, asi como
las pruebas del 7, 9, 11, 13. Estudia propiedades de divi-
sibilidad, reglas sobre compraventas, cambios con las mo-
nedas entonces en curso, proporciones, y resuelve ecua-
ciones de primer y segundo grados. Con todo, en el cdlculo
con fracciones, Fibonacci sigue haciendo uso de las frac-
ciones egipcias. Se necesitarfa mds de un siglo para que
las ventajas del sistema de numeracién de posicién se
hicieran extensivas al cilculo con niimeros racionales. El
Liber abaci, anterior a la invencién de la imprenta, sir-
vi6 de base para la formacién de maestros y alumnos de
la escuela toscana durante mds de tres siglos, aunque no
fue impreso hasta el siglo XIX. En la edicién de Bon-
compagni, el Liber abaci poseia mds de cuatrocientas pi-
ginas,

El texto de Luca Pacioli (1445 - 1514) Summa de
arithmetica, geometrica, proportioni et proportionalita se-
ria el sucesor del Liber abaci. La Summa contenfa una
recopilacién de material perteneciente a aritmérica, dl-
gebra, geometria euclidea elemental y conrabilidad. A
partir de la segunda mitad del siglo XV, se imprimié un
gran numero de textos de aritmérica, dirigidos princi-
palmente a usos comerciales y escritos ya en lenguas
verndculas,

El matematico francés Francois Viete (1540 - 1603)
hizo una encarecida defensa del uso de las fracciones de-
cimales en lugar de las sexagesimales. Su implantacién de-
finitiva contribuyé enormemente al progreso de la tri-
gonometria e hizo posible el cilculo con logaritmos.
Durante los reinados de Enrique III y de Enrique 1V,
Viete tuvo un destacado papel como criptoanalista. Tras
caer politicamente en desgracia, dedicé los tiltimos afios
de su vida al cultivo de la matemadtica, y realizé impor-
tantes contribuciones al estudio de las ecuaciones alge-
braicas.

LA INVENCION DE LOS LOGARITMOS

A principios del siglo XV11, el sistema de numeracién
indo-aribigo estaba totalmente introducido en Europa
occidental y con €l se sabfan representar tanto los niime-
ros enteros como los racionales. Las operaciones de mul-
tiplicar y dividir realizadas con niimeros altos, costosas en
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tiempo, se verfan en gran parte aliviadas mediante la in-
vencién de los logaritmos.

En sus reflexiones acerca de los términos de una pro-
gresion geométrica formada por las potencias enteras de un
nimero dado, el matemdtico escocés John Napier (1550 -
1617), barén de Merchiston, observé que si este nimero era
muy proximo a uno, entonces los términos de la progresion
estaban muy préximos los unos de los otros. Tomando
1 - 107 = 0.9999999 y escribiendo 7= 10" (1 — 107)%,
Napier asigné a # el indice £ denomindndole el logarit-
mo de n. La palabra logaritmo —compuesta de las pala-
bras griegas logos (razén) y arithmos (niimero)— fue acunada
por el propio Napier. Los logaritmos aplicados a los tér-
minos de una progresion geométrica la convertian en una
progresion aritmética.

Tras un trabajo de mds de veinte anos, en 1614 Napier
publico el tratado Mirifici logarithmorum canonis des-
criptio, con sus consiguientes tablas. Esta obra popula-
rizé asimismo el uso de un punto para separar la parte
entera de la parte decimal de los niimeros. Posterior-
mente, otros autores utilizarian las comas, con idéntica
finalidad.

Henry Briggs, el primer Savilian Professor de geometria
de la Universidad de Oxford, modificé ligeramente la
definicién de Napier de los logaritmos, dandn lugar a los
logaritmos vulgares o de base 10: y = log x expresa que
x= 10", Briggs publicé sus tablas de logaritmos con catorce
cifras decimales en 1624; los nombres caracteristica y man-
tisa para designar la parte entera y la parte fraccionaria
del logaritmo de un nimero proceden, asimismo, del li-
bro de Briggs.

Las tablas de logaritmos permitieron reemplazar las
complicadas operaciones de multiplicacién y divisién por
las sencillas operaciones de suma y resta, respectivamen-
te. El astrénomo Johannes Kepler (1571 - 1630) opina-
ba que la invencién de los logaritmos multiplicaba por
dos la vida de los astrénomos, puesto que les permitia do-
blar el nimero de cdlculos que eran capaces de hacer. El
deseo de disponer de tablas de logaritmos extensas y fia-
bles hizo necesario el trabajo de muchos calculadores a lo
largo de todo el siglo XVIL.

l:vang:.hst.l Torricelli (1608 - 1647), matemdtico y fi-
sico nacido en Florencia que ha pasado a la historia por
la invencién del barémetro, era discipulo de Galileo Ga-
lilei (1564 - 1642). Bajo la influencia de su maestro, To-
rricelli estudio las trayecrorias parabdlicas que siguen los
proyectiles disparados desde un punto fijo con velocidad
inicial constante pero con dngulo de tiro variable. Sus in-
vestigaciones prepararon ¢l advenimiento del cdlculo di-
ferencial.

Uno de los problemas estudiados por Torricelli consis-
tia en determinar el drea encerrada por la curva y = log x,
su asintota y una ordenada, as como el volumen obtenido
al girar esta superficie alrededor del eje Ox. Esta es la pri-
mera representacion grafica que se tiene de la funcién lo-
garitmo. Hasta entonces los logaritmos no habfan sido
considerados como una funcién, sino solamente como

un recurso de calculo. La funcién logaritmo posee por
funcion inversa la funcién exponencial. Ambas funciones
son crecientes, pero la funcién exponencial crece mucho
mads aprisa que la funcién logaritmo. (Un crecimiento de
los beneficios de #zpo exponencial es altamente preferible
a un crecimiento de tipo logaritmico). Las funciones po-
linémicas presentan un orden de crecimiento interme-
dio entre el logarftmico y el exponencial —unas cuantas
pruebas en una calculadora cientifica no dejarin lugar a
dudas.

Las rablas de logaritmos y de funciones trigonométri-
cas (senos, cosenos, tangentes) resultaron de gran valor para
mejorar la seguridad de los viajes de ultramar al permi-
tir una ;lproximacién mejor del cilculo de las coorde-
nadas. Cartas de navegar con indicaciones de longitudes

y latitudes se popularizaron en el mundo cecidental a
partir del siglo XV1 y, a partir del XV1I, los cilculos rela-
tivos a la resolucién de tridngulos se beneficiaron enor-
memente de la invencién de los logaritmos.
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DE LAS TERNAS PITAGORICAS AL «TEOREMA»
DE FERMAT

Pierre de Fermat (1601 - 1665), abogado y miembro del
consejo local del Parlamento de Toulouse, cultivaba las
matemdticas por aficién. Estudié con ahinco la Aritmé-
tica de Diofanto, gracias a la edicion grecolatina que de ella
hiciera Claude Gaspard de Bachet (1591 - 1639), en el afo
1621. Las reflexiones de Fermar sobre distintos proble-
mas de Diofanto, enviadas a sus coetdneos en forma de pro-
blemas, promovieron el interés por la teorfa de niimeros
en Occidente. Se trataba de investigaciones relativas a las
propiedades de los niimeros enteros, desprovistas de toda
utilidad aparente, y que se practicaban como entreteni-
miento intelectual.

Por medio de su mérodo del «descenso infinito», Fermat
probé que ningtin cubo descompone en suma de dos cu-
bos; es decir, que la ecuacién X* + Y* = Z* carece de so-
luciones no triviales en los enteros —en contraposicién al
caso de las ternas pitagdricas, o sea del exponente 2.

Fermat se sinti6é asimismo fascinado por los nimeros
primos. Los matemadticos chinos sabfan que si p es un ni-
mero primo, 2/ — 2 es multiplo de p. Observando mu-
chas expresiones de la forma 4’ — 4, para distintos valores
de ay de p, Fermat dedujo que dicha cantidad seria siem-
pre un miltiplo de p. Tal afirmacién, conocida como el
«pequefio teorema de Fermat, serfa probada por Gott-
fried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716). Fermart dedujo asi-
mismo que todo primo de la forma p = 4k + 1 serfa ex-
presable como suma de dos cuadrados como, por ejemplo,
5=1%4+2%41 =445

Muchas de las afirmaciones de Fermat acerca del com-
portamiento de los nimeros fueron probadas (y algunas,
desmentidas) por Leonhard Euler (1707 - 1783), Adrien
Marie Legendre (1752 - 1833) y Carl Friedrich Gauss
(1777 - 1855). Pero probar su afirmacién de que la ecua-
cién X" + Y" = Z" carece de soluciones enteras x, y, 2,
tales que xyz = 0, para todo » > 2, conocida como el
«tiltimo teorema de Fermat», se convertiria en un acicate
constante para el avance de la teorfa de niimeros.

GAUSS, «PRINCEPS MATHEMATICORUM»

La obra de Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) es una de
las mds impresionantes de la historia de las matemdricas.
Nacido en Brunswick en el seno de una familia muy hu-
milde, Gauss fue llamado Princeps mathematicorum por su
coetdneos. Gauss reunia en su persona todas las cualidades
que son de desear para el cultivo de la matemdtica: intui-
cioén, profundidad de pensamiento, rigor, facilidad de cilculo
y constancia en el tratamiento de los problemas. Su estilo
era apto tanto para la matematica «fundamentaly como
para la matemitica «aplicada». Puede decirse que Gauss
cultivé todas las ramas de la matemdtica de su época, algunas
de las cuales adquirieron una personalidad y apariencia
«modernas» a partir de sus planteamientos y metodologfa.
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A los catorce afios de edad, Gauss fue presentado al
principe Carl Wilhelm Ferdinand de Brunswick-Liine-
berg, quien, impresionado por el talento del joven, le con-
cedié una beca que le permiti6 realizar sus estudios con hol-
gura. A los quince afos, Gauss ingresé en el Collegium
Carolinum, un centro estatal que contaba escasamente
diez afios de antigiiedad, y que posefa una biblioteca ex-
celente. En el Collegium, Gauss estudié latin y griego y
se familiarizé con los Principia de Newton, el Algebra de
Euler y la Mécanigue analytique de Lagrange.

A los dieciocho afios de edad, Gauss ingresé en la Uni-
versidad de Gottingen. Teniendo en cuenta que esta uni-
versidad se encontraba en el estado de Hannover, este he-
cho equivalia a estudiar en el extranjero. La Universidad
de Gértingen, fundada por el rey Georg I1 de Inglaterra,
segufa el modelo de las universidades inglesas de Oxford
y Cambridge. En Gortingen, Gauss gozo de «libertad aca-
démica»: no estuvo guiado por ningin tutor, no tuvo que
someterse a ningtin examen y sobre él no se ejercid nin-
gin tipo de control curricular. Gauss fue alumno de la
Universidad de Gértingen hasta los veintitin afos. Du-
rante esta estancia tuvo lugar la eclosién de su talento ma-
temdtico. En sus afios universitarios, Gauss dejo pricti-
camente terminada la redaccién de un libro memorable:
Disquisitiones arithmeticae.

Las Disquistiones arithmeticae fueron editadas en 1801
en Leipzig, ciudad que poseia una excelente tradicién en
la edicion de libros. El libro contiene 700 paginas, redac-
tadas en un hermoso y culto latin, repletas de hallazgos ma-
temdticos relativos al comportamiento de los niimeros.
En la obra, Gauss agradece a su protector, el principe, el
haber sabido sortear todos los obsticulos que retardaban
la edicién, dedicdndole las palabras siguientes:

... nadie ignora que no son excluidas de Vuestro patrocinio
aquellas ciencias que son consideradas por la gente mds abs-
trusas y mds alejadas de la urilidad de la vida diaria, porque
Vos mismo os dais cuenta perfectamente de la vinculacién
intima y necesaria entre todas las ciencias, con una menta-
lidad muy sabia y muy conocedora de todas las cosas que in-
teresan para el aumento de la prosperidad de la sociedad
humana.

Las Disquisitiones arithmeticae de Gauss abandonaban
el cardcter utilitario de las aritméticas renacentistas y se
convertian en ¢l primer libro moderno de teoria de na-
meros. En las Disquisitiones, Gauss retoma la tradicién de
la aritmética griega (Euclides, Diofanto) y de los mate-
maticos indios (Brahmagupta, Bhaskara) para dar un paso
de gigante con respecto a las investigaciones efectuadas
por Fermat, Euler y Lagrange. Gauss decfa de la matema-
tica que era «la reina de las ciencias» y de la teorfa de nimeros,
que era «la reina de las matemadrticas».

Una de las preguntas mis dificiles que cabe formular a
un matemadtico creativo es «para qué sirve» lo que estd ha-
ciendo. ;Cudl hubiera sido la respuesta de Gauss a tal pre-
gunta? Hoy, transcurridos mis de 200 anos, sabemos que




:PARA QUE SIRVEN HOY LOS NUMEROS?

Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

las Disquisitiones no sélo representan un hito en la histo-
ria del pensamiento humano, sino que contienen, ade-
mis, el germen de ideas matematicas presentes en las mo-
dernas tecnologias.

El principe protector de Gauss muri6 en la batalla de Jena
(1806), luchando contra las tropas de Napoleén. En 1807,
Gauss obtuvo el cargo de director del Observatorio de
Gottingen, que ocup6 hasta el fin de sus dias. A lo largo
de su vida participaria en estudios sobre astronomia, ani-
lisis, mecdnica celeste, cdlculo de probabilidades, mecdnica,
electromagnetismo y geometria diferencial. Su interven-
cién serfa clave asimismo en el nacimiento de las geome-
trias no euclidianas.

«DISQUISITIONES ARITHMETICAE»

Las Disquisitiones constan de siete secciones. Las cuatro
primeras se dedican al cilculo con congruencias. Si se fija
un entero my dados enteros @, &, Gauss dice que @y &son
congruentes médulo m cuando su diferencia es un muilei-
plo de m

a=b(mod m) < ml(a—b).
De este modo, =16 =9 (mod 5), =7 = 15 (mod 11). Fijado
un modulo m, cada nimero entero es equivalente a un
nimero entre 1 y . A lo largo de 165 pdginas, Gauss se
dedica a investigar las propiedades de las clases de con-
gruencia Z/mZ cuando con ellas se efectiian las opera-
ciones aritméricas habituales.

95

Un ejemplo de cilculo médulo 12 lo ofrecen las horas
de los relojes. Por ejemplo, 8 + 7 = 3 (mod 12). Expresa-
mos los anos mediante nimeros enteros, pero expre-
samos las horas por medio de clases de congruencia de
Z112Z. Si las horas se expresaran por medio de nimeros
enteros, nos serfa muy costoso comunicar la hora que es.

El resultado fundamental de las primeras secciones del
texto que comentamos lo constituye la «ley de reciproci-
dad cuadriticay. Se trata de un resultado imprescindible
en el estudio de las ecuaciones diofinticas de segundo gra-
do, que expresa una sutil relacién de dependencia entre los
distintos nimeros primos.

Las 375 pdginas de que consta la seccién quinta estdn
dedicadas al estudio de las ecuaciones diofénticas de se-
gundo grado aX* + 26XY + ¢Y* = d. Notemos que el caso
a=c=1, b=0 corresponde a las sumas de dos cuadra-
dos, ecuacién que habia sido estudiada por Fermat. Gauss
clasifica las ecuaciones, asi como sus soluciones. Agrupa
las clases de ecuaciones en 6rdenes y en géneros, lo cual
le facilita su tratamiento uniforme. En un tour de force
impresionante, Gauss define una composicién de clases de
formas de discriminante D = &° — acy estudia las propie-
dades de esta composicién, que corresponden a la estruc-
tura algebraica de «grupo abeliano». Esta estructura, asi
como su denominacién, no serfa formalmente estudiada
en dlgebra hasta la obra de Evariste Galois (1811 - 1832)
y SUS sucesores.

Gauss dedica las secciones sexta y séptima de las Dis-
quisitiones a aplicaciones diversas de la teorfa de las secciones
precedentes. En la seccién sexta, de 50 paginas, Gauss tra-
ta el problema de la descomposicién de fracciones en frac-
ciones simples y en fracciones decimales y estudia el pro-
blema de la factorizacién de los nimeros naturales en
producto de factores primos. Gauss expresa su conviccion
de que el problema de distinguir niimeros primos de nii-
meros compuestos y de descomponer éstos en sus facto-
res primos le parece «uno de los mds importantes y ttiles
de toda la aritmérican.

La tltima seccién de las Disquisitiones se dedica a la re-
solucion de un problema heredado de la matemarica grie-
ga. Los griegos sabifan que los poligonos de » =3, 4, 5, 6
fados se pueden trazar mediante el uso de la regla y el
compds. A los diecinueve afios, Gauss habia descubierto
que el poligono de 17 lados es asimismo trazable con re-
gla y compds, siendo la constatacién de este hecho la que
le inclinaria definitivamente por el cultivo de las mate-
mdticas. En las 75 pdginas de la seccién séptima, Gauss
caracteriza todos los poligonos de # lados que son rraza-
bles con regla y compds. Un poligono de 7 lados es trazable
con regla y compis si, y solamente si, n=2"p, ... p,, en don-
de los niimeros primos p son de la forma p=2"+ 1 y son
dos a dos distintos. La metodologia empleada constituye
un P!’tu.dt']'ltc‘ dé la teora de Galois y prepara, al mismo
tiempo, las investigaciones de Ernst Eduard Kummer
(1810 - 1893) sobre los cuerpos ciclotémicos, realizadas
con vistas a la resolucién del teorema de Fermat. Las Dis-
quisitiones concluyen con varias tablas numéricas.
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LLAS PRIMERAS COMPUTADORAS MECANICAS

La complejidad creciente de los célculos con que debian
enfrentarse los matemadricos y los astrénomos provocé la
paulatina incorporacién de instrumentos adecuados para
su elaboracién mecdnica.

A la edad de dieciocho anos, Blaise Pascal (1623 - 1662)
ideé una mdquina de calcular mecdnica con el fin de ayu-
dar a su padre, que era recaudador de impuestos. La de-
nominada Pascalina constaba de una serie de ruedas den-
tadas mediante las cuales se representaban los niimeros
en base 10, permitiendo su adicién y su sustraccién. La
suma de una unidad se simulaba mediante un paso de la
rueda y la sustraccién, mediante un paso en el sentido
contrario. En unos pocos anos se vendieron cincuenta de
estas mdquinas.
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La Pascalina (1642).

Poco después, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716)
mejoraba la mdquina de cdlculo de Pascal, al disefiar una
mdquina que, basada igualmente en el sistema decimal y
por medios enteramente mecdnicos, era ya capaz de sumar,
restar, multiplicar y dividir. Sin embargo, de construccién
mucho mids compleja que la Pascalina, la miquina de Leib-
niz no fue comercializada.

Leibniz se percaté de que la representacién binaria de
los niimeros era igualmente apta para la realizacién me-
cdnica del cdlculo. La idea de representar todos los nii-
meros valiéndose tinicamente de los guarismos 0, 1 re-
sulté tan sorprendente y desconcertante para el fildsofo
que llegé a asimilar el 0 a la Nada y el 1 a Dios, por cuan-
to que «el uno basta para extraer el todo de la naday («Om-
nibus ex nihil ducendis sufficit unumo»). En 1679, Leibniz
redactd un manuscrito sobre el sistema binario titulado De
progressio dyadica e ide6 un instrumento que por medio de
un sistema de bolas méviles permitia la simulacién del
cilculo binario. Pero, a pesar del interés mostrado por Leib-
niz y por otros matematicos de la época —como el inglés
Thomas Hariot, el francés Thomas Fantet y el propio Pas-
cal—, el sistema binario qued6 relegado durante mds de
300 anos a la categorfa de simple curiosidad o rareza ma-
temadrica.
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El aritmometro de Thomas (1822).

A principios del siglo XIX, la complejidad de las rela-
ciones comerciales y el desarrollo de la banca inherentes
a la Revolucién Industrial hicieron imprescindible la co-
mercializacion de diversas mdquinas de calcular. La primera
de ellas fue el aritmdmerro de Thomas, construido en 1822,
Se trataba de ingenios mecinicos dedicados a facilitar al
méximo la labor de los computadores. Paulatinamente,
las mdquinas mejoraron sus prestaciones, siendo destaca-
bles la incorporacién de teclados para la entrada de los
datos (una idea tomada de las mdquinas de escribir), ast
como dispositivos de impresion. En Espana destaca el hu-
stllo sin fin, una maquina ideada por el ingeniero Leopol-
do Torres Quevedo (1852 - 1936) que permitia el cdlculo
con logaritmos y de la cual se conserva un ejemplar en la
sede de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y
Naturales.

LA AUTOMATIZACION DEL CALCULO

Alrededor de 1820, el matemdrico britdnico Charles
Babbage (1791 - 1871) pensé en la necesidad de una m4-
quina para la confeccién de tablas que redujera al mini-
mo la intervencién humana. Hijo de una acomodada fa-
milia de banqueros, Babbage estaba exasperado por la
tremenda cantidad de errores de las tablas matemaricas
impresas. En la mente de Babbage, estas mdquinas debfan
ser capaces de efectuar automdticamente secuencias de
operaciones, erradicar los errores de transcripcién y evitar
los errores de composicion tipogrifica. Los estudiantes de
matemdticas de mi generacion todavia sabemos por ex-
periencia que calcular a mano con nimeros de muchas
cifras sin cometer errores es harto dificil y copiar niime-
ros de muchos digitos sin equivocarse es pricticamente
imposible.

Durante once afios, Charles Babbage ocupé la citedra
Lucasian de Matemiricas en la Universidad de Cambrid-
ge, la misma que desempenara Newton en su dia y que hoy
ocupa ¢l fisico Stephen W. Hawking. Babbage dedicé gran
parte de su energfa y patrimonio al disefio de dos tipos de
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Charles Babbage (1791-1871)

miéquinas de calcular: la mdquina de diferencias y la mé-
quina analitica.

La base matemdrica de la mdquina de diferencias esta-
ba constiruida por el denominado método de las diferen-
cias finitas. El método permite determinar valores de fun-
ciones polinémicas utilizando tinicamente la operacién
de adicién. La maquina de diferencias hubiera calculado,
e impreso, tablas de funciones trigonométricas, interés
compuesto, logaritmos, etc. Sin embargo, en 1833, y tras
diez afos de apoyo financiero destinado a la manufacru-
racién de sus componentes, el gobierno britdnico se reti-
r6 del proyecto. Unicamente llegd a ensamblarse una par-
te de la mdquina, formada por 2000 de las piezas disefiadas
por Babbage, que funcioné a la perfeccion. Segin el pro-
yecto de Babbage, la mdquina hubiera constado de 25000
piczas metilicas y medido dos metros y medio de alro,
por dos metros de ancho y por casi un metro de fondo.

En 1801, el mecinico Joseph-Marie Jacquard habia
llevado a la préctica la idea de utilizar unas rablillas de ma-
dera perforadas para la realizacién automirtica de com-
plicados dibujos en telas. Jacquard disend un telar que te-
jia los dibujos automiticamente gracias a las 6rdenes
guardadas en las rarjeras.

Babbage pensé en extrapolar la idea de Jacquard al di-
seno de una maquina de calcular, distinta de la mdquina
de diferencias, cuyas 6rdenes serfan ejecutadas automdti-
camente gracias al uso de rarjeras |)crfbr:1dus. La denomi-
né mdquina analitica y solicitd el correspondiente apoyo
financiero para su construccién, que le fue denegado.

El proyecto de Babbage sobre la médquina analitica fue
presentado a la Academia de Ciencias de Paris en 1884 por

el ingeniero y general piamontés L. E. Menabrea, uno de
los primeros en comprender su alcance. Un informe sobre
la mdquina analitica, publicado por Menabrea en el Journal
de Gendve en 1842, fue traducido al inglés y comenrado
con abundantes notas por Ada Augusta Byron, condesa
de Lovelace (1815 - 1852), ayudante de investigacién de
Babbage. Se dice que Ada habfa heredado de su madre el
talento por las matemadricas y de su padre, Lord Byron, la
facilidad por los idiomas. En su comentario al texto de
Menabrea, Lovelace dice que «la mdquina analitica tejerd
motivos algebraicos exactamente como los telares de Jac-
quard tejen flores y hojas».

Sobre los planos, la méquina analitica contaba con un
dispositivo de entrada y salida (input- output), una serie de
engranajes que formaban un «almacén» y un «molino»,
que actuaban de forma independiente. El almacén y el
molino constituyen un precedente de la memoria y el pro-
cesador, respectivamente, de los ordenadores modernos.
La mdquina también estaba dotada de un mecanismo que
permitia imprimir los resultados. Lovelace elaboré ins-
trucciones codificadas en tarjetas perforadas con vistas a
su introduccién un dfa en la mdquina analitica. En la Ex-
posicién Internacional de Londres de 1862 se exhibié una
maquerta de la misma. Con toda justicia se conoce a Bab-
bage como el «abuelo» de los ordenadores actuales y a Lo-
velace como la primera «programadora» de la historia.

A pesar de repetidos fracasos, Babbage mejoré el proyecto
de la miquina de diferencias disefiando una segunda. Por
encargo del Museo de la Ciencia de Londres, esta segun-
da mdquina de diferencias fue construida entre 1985 y
1991, urilizando veinte planos del propio Babbage. La
méquina, de tres toneladas de peso, funciond a la perfec-
cién, aunque, con el fin de abaratar los costes la impresora
no fue construida.

En la época de Babbage era pricticamente imposible
encontrar la financiacién necesaria para la construccién de
instrumentos de cdlculo, de interés puramente cientifico.
Sin embargo, la situacién cambié drdsticamente en el si-
glo siguiente, en que los gobiernos emplearian ingentes
sumas de dinero en la construccién de imponentes inge-
nios de cilculo.

El ingeniero y estadistico Hermann Hollerith retomé en
1888 la idea de la utilizacién de tarjetas perforadas, pero
con una finalidad distinta. Hollerith creé un sistema de

Maquina de Hollerith (1890)
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Maquina perforadora de tarjetas (1890),

codificacién alfanumérico que permitia identificar las le-
tras del alfabeto y las cifras del 0 al 9 con una sucesion de
perforaciones en doce lineas de una tarjeta. La Hollerith's
Tabulating Machine Company, fundada en 1896, se de-
dicé a la comercializacién de mdquinas tabuladoras que
tenian como base las tarjetas perforadas. Las mdquinas
fueron empleadas en la elaboracién del censo de los Estados
Unidos en 1890 y en 1900. En 1911, la compaifiia se
fusioné con otras dos y, a partir de 1924, la empresa pasé
a denominarse IBM (International Business Machines).

EL CALCULO EN LA PRIMERA MITAD DEL SIGLO XX

Las necesidades de célculo experimentaron un creci-
miento vertiginoso en el periodo comprendido entre las
dos guerras mundiales. Predecir la trayectoria de los tor-
pedos lanzados por los submarinos o de las bombas lan-
zadas por los aviones, a fin de mejorar su punterfa, son pro-
blemas cuya resolucién conduce a la integracién numérica
de ecuaciones diferenciales y, en consecuencia, a proce-
sos de cdlculo numérico demasiado largos para ser reali-
zados a mano. Descifrar las comunicaciones cifradas in-
terceptadas al enemigo, mediante métodos eficaces y fiables,
sin conocer la clave, conlleva la resolucién de sistemas de
ecuaciones algebraicas y de problemas de combinatoria
demasiado largos asimismo para su resolucion con los ins-
trumentos al uso. La regla de cdlculo y las calculadoras de
sobremesa —primero mecdnicas y més tarde elécericas— re-
sultaron muy pronto insuficientes para tales cometidos y
cedieron el paso a los primeros ordenadores analégicos.

Antes de la Segunda Guerra Mundial, el ingeniero ale-
mdn Konrad Zuse (1910 -) habifa disefiado una familia
de computadoras que utilizaron desde el primer momen-
to el sistema de numeracién binario. Sus modelos Z1 y 72
(denominados de acuerdo con la inicial de su apellido)
todavia eran mecinicos y tenian por finalidad la resolucién
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de sistemas de ecuaciones algebraicas. Entre 1941 y 1944,
Zuse construyé dos computadoras electromecinicas, los
modelos Z3 y Z4, basadas en el uso de relés electromag-
néticos. El Z3 era un ordenador ya controlado por un
programa, que fue usado por el Instituto Alemdn de
Aerondutica. Zuse fundé su propia compaiifa que llegé
a construir veintitn ordenadores.

En 1937, G. Stibitz (1904 - 1995), ingeniero de los
Bell Telephone Laboratories, utilizando algunos relés de
desperdicio y un par de bombillas construyd una maqui-
na capaz de sumar en binario. Los relés estaban cablea-
dos de manera que las bombillas se encendian cuando la
suma era | y quedaban apagadas cuando la suma era 0. Pos-
teriormente, Stibitz construyd los primeros circuitos bi-
narios que permitian la realizacién de las operaciones arit-
méticas elementales v la conversion de niimeros decimales
a nimeros binarios y viceversa.

Stibitz supo interesar a su compania, que construyé, en
1939, el Complex Calculator, basado enteramente en el
uso de la aritmética binaria. Los datos se introducian por
medio de un teletipo, con lo cual la mdquina no sélo era
capaz de calcular, sino que los datos podian ser introdu-
cidos a distancia. En 1942, Stibitz ided también la téenica
de la aritmética flotante, que permite a la maquina trabajar
con nimeros muy grandes.

El Complex Calculator, fabricado en los Bell Telephone
Laboratories, fue la primera calculadora binaria mun-
dialmente conocida. En un congreso de la American Ma-
thematical Society celebrado en 1940 en Hannover (New
Hampshire), Stibitz conecté un teletipo a la médquina,
que se encontraba en Nueva York, de manera que los asis-
tentes podfan encargarle una tarea y obtener la respuesta
en menos de un minuto.

En 1943, IBM construyé la midquina ASCC (Automa-
tic Sequence Controlled Caleulator), mis conocida como
Harvard Mark I, una calculadora multifuncién que rea-
lizaba en gran parte el sueiio de Babbage. Su construc-
cién pudo coronarse con éxito gracias a un proyecto pio-
nero en | + D (como dirfamos hoy) entre la Universidad
de Harvard y la empresa IBM. El fisico H. Aiken, que co-
nocfa los trabajos de Babbage, se puso en contacto con
IBM, que financié el proyecto y aporté su experiencia.
La maquina, aunque era esencialmente mecdnica, utili-
zaba relés y embragues accionados por electroimanes. Pe-
saba cinco toneladas y media 16 metros de largo, 2.60 me-
tros de alto y 60 centimertros de fondo. Podia calcular
tablas de funciones trigonométricas, de logaritmos, de
funciones exponenciales, etc. Las 6rdenes eran introduci-
das mediante tarjetas perforadas. En un principio, la mi-
quina estuvo destinada a cubrir las necesidades de cdlcu-
lo de la marina de los Estados Unidos. Mds adelante se
crearon otras calculadoras de la misma serie: Mark 1,
Mark I11 y Mark IV. Es importante destacar que estas ma-
quinas eran mds fiables que el ENIAC (del que hablare-
mos a continuacién) aunque mds lenras. Las mdquinas
utilizaban el cédigo BCD (Binary Coded Decimal), que
codificaba cada cifra digito decimal de forma binaria, a fin
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Detalle del ENIAC.

de introducir los datos en la calculadora. Al no codificar-
se los nimeros, sino sélo cada una de sus cifras, la miquina
efectuaba las operaciones como si trabajara en base 10.

A partir de 1940, el gobierno de los Estados Unidos
inicié una preparacién de personal cientifico especifica-
mente orientada a una posible entrada del pais en la Se-
gunda Guerra Mundial. Parte de la comunidad mate-
mitica fue entrenada en la resolucién de problemas de
balistica, aerondurica, criptografia, cilculo de probabilida-
des y estadfstica que surgian constantemente a raiz de la si-
tuacién bélica. La direccién de estos programas fue con-
fiada a los matemdticos John von Neumann (1903-1957),
del Instituro de Estudios Avanzados de Princeton, y a
Norbert Wiener (1894-1964), del Instituto de Tecnolo-
gia de Massachusetts (MIT).

Para contrarrestar la superioridad de la artillerfa alema-
na puesta de manifiesta en el transcurso de la Primera
Guerra Mundial, el ejército de los Estados Unidos fundé
el Laboratorio de Investigacién Balistica (BRL). A fin de
que la ingente cantidad de armas fabricada pudiera ser
usada en los frentes de batalla se hizo necesaria la elabo-
racién de tablas de balistica. Cada caién y cada tipo de pro-
yectil susceptible de ser empleado requerfa una tabla con
los datos numéricos de las posibles trayectorias. Cada una
de estas tablas contenia entre 2000 y 4000 trayectorias.
Al inicio de la Segunda Guerra Mundial, el cilculo de una
trayectoria realizado con una calculadora de sobremesa
requerfa unas veinte horas. Las personas calculadoras (com-
puters) procedian de la Escuela Moore de Ingenieria Eléc-
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trica, adscrita a la Universidad de Pensilvania. A medida
que avanzaba la guerra, las calculadoras humanas no da-
ban a basto.

En 1943 se firmé un contrato por el cual la Escuela
Moore se comprometia a la realizacién del ENIAC (Elec-
tronic Numerical Integrator and Computer), una miqui-
na electronica, precursora de los primeros ordenadores.
La mdquina estuvo terminada en 1945 y al principio
su principal usuario fue el personal del Laboratorio de In-
vestigacion Balistica.

La técnica empleada en el ENIAC se basaba en el paso
de electrones por tubos de vacio (las valvulas de las anti-
guas radios). La mdquina inclufa 18000 tubos de vacio,
asi como 1500 relés telefénicos. El tiempo que requeria
para hacer una operacion elemental era de 24 milisegun-
dos. Pesaba 30 toneladas y estaba constituido por cua-
renta paneles de 3 metros de alto, 60 centimetros de an-
cho y 30 centimetros de fondo. Puesto que la vida media
de cada vdlvula era de unas 3000 horas, era de esperar
que cada diez minutos se fundiera una, por lo que debia
ser reparado constantemente. La mdquina utilizaba el sis-
tema de numeracién decimal. Posefa un lector de tarjetas
perforadas capaz de leer 120 tarjetas por minuto. El ENIAC
fue la primera calculadora analitica multifuncién entera-
mente electrénica. Una vez finaliza la guerra, el ENIAC
pudo emplearse para la computacién cientifica y fue uti-
lizado en muchos cdlculos relativos a fisica nuclear y en los
primeros cilculos de meteorologia numérica. Como he-
cho curioso, citemos que el ENIAC fue capaz de calcular
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Los elevados costes de las investigaciones encaminadas
a la mejora de los ordenadores ocasionaron la fusién de di-
versas empresas en grandes companias. EI camino recorrido
desde el aparatoso ENIAC hasta los ripidos ordenadores
que pueblan nuestras mesas es realmente espectacular.
Durante mds de cincuenta afios, la informatica ha expe-
rimentado revoluciones casi ininterrumpidamente.

VACUUM TUBES En 1947, los Bell Telephone Laboratories, adscritos en

These are some of the nearly 18,000 la época a la compania AT&T, ﬂll)l’i(’.ill’(_ll'l. ]0.5' primeros
vacuum tubes contained in ENIAC, transistores, con lo que tenfa lugar el nacimiento de la
microelectrénica. Los transistores reemplazaron con ven-
tajas a los tubos de vacio, ya que ofrecfan un menor con-
sumo de corriente, una menor produccién de calor, un
tamafio mucho mas reducido v una vida media casi ili-
mitada. Sus inventores, W. B. Shockley, J. Bardeen y
W. H. Brarrtain, recibieron por tal motivo el premio No-
bel de Fisica en 1956.

A finales de los afios cincuenta, J. Kilby, de Texas Ins-
truments, y R. N. Noyce, de Fairchild Semiconductors, en-
contraron la manera de integrar todos los constituyentes
de un circuiro electrénico (transistores, resistencias, con-
densadores, etc.) y sus correspondientes interconexiones
en la superficie de un chip, lo que supuso la aparicién de
los primeros circuitos integrados. En 1970, Intel fabrica-
ba el primer microprocesador. El constante perfecciona-
miento experimentado en el proceso de fabricacién de los
chips ha determinado la extraordinaria evolucién de la
microelectrénica en los tltimos afos, Desde la finalizacién
de la Segunda Guerra Mundial, las gentes de Silicon Va-
lley han puesto de manifiesto que la paz también puede

Detalle del ENIAC
ctalledel ENIRC ser rentable,

mds de 2000 digitos de la expresién decimal de . Se
estima que en sus diez afios de funcionamiento esta maqui-
na realizé mas cdlculos que el resto de la humanidad hasta

entonces.

AVANCES TECNOLOGICOS

Al finalizar su proyecto con la Armada de los Estados
Unidos, los principales artifices del ENIAC, los fisicos
J. Presper Eckert (1919 - ) y John William Mauchly (1907 -
1980) fundaron en 1947 la primera compafia informd-
tica de la historia: Eckert-Mauchly Computer Corpora-
tion (EMCC), cuyo principal producto comercializado
fue el UNIVAC (Universal Automatic (.'::mp:rm-}. El
UNIVAC incluia programas para almacenamiento de da-
tos, siguiendo una idea de Von Neumann. Posefa una me-
moria principal de mil palabras, una memoria secundaria
sobre una cinta magnética y dispositivos de input-output:
maquinas de escribir, tarjetas, impresora. El UNIVAC fue
el primer ordenador comercializado.

En el ano 1948, la mdquina IBM SSEC fue urilizada
para calcular tablas de posicién de la Luna, de importancia
para los posteriores viajes espaciales. La calculadora SAGE

1950, disenada en el MIT, seria utilizada en la «guerra fria».
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En el ano 2000, ]. Kilby recibia el premio Nobel de Fi-
sica por su invencién del chip, compartido con Z. Alfe-
rov y H. Kroemer. Estos tiltimos lo recibian por sus tra-
bajos en optoelectrénica —la tecnologia que hace posible
la transmisién de sefales por cable de fibra éprica.

LA TEORIA MATEMATICA DE LA INFORMACION

Siguiendo un esquema bien conocido por los lingiiistas,
en toda transmisién de informacion cabe distinguir una
[fuente emisora, un canal de transmision'y una fuente recep-
tora. El nacimiento de la teorfa matemdrica de la infor-
macién se sittia en los afos 1940 y, desde entonces, esta
nueva rama de la matemdtica no ha dejado de progresar.
La teoria de los cédigos correctores de errores y la cripro-
logia numérica son partes integrantes de la misma. El ob-
jetivo de la teoria de los cédigos correctores de errores es
la fidelidad de las transmisiones y el objetivo de la crip-
tologia es su privacidad.

Capitulos cldsicos de la matemdrtica encuentran una
aplicabilidad que hubiera sido impensable hace unos afios.
Tal es el caso de la teorfa de niimeros, que a su cardcter de
disciplina bdsica ha anadido en la actualidad importantes
aplicaciones en teorfa de c6digos y en criprologia.

LA TEORIA DE 1LOS CODIGOS CORRECTORES
DE ERRORES

En los afios cuarenta del siglo XX, los Bell Telephone
Laboratories decidieron crear un centro de investigacién
matemdtica cuya finalidad principal era la correcciéon de
errores producidos en la transmisién de sefales digitales.
Entre los primeros matemdricos contratados por los la-
boratorios Bell se encontraban R. W. Hamming (1915 -
1998) y C. Shannon (1916 - 2001).

Al digiralizar la informacién en forma de ceros y unos,
los cambios en alguno de estos digitos eran harto fre-
cuentes, llegando incluso a producir una parada de las
mdquinas. Ello era especialmente lamentable durante los
fines de semana, puesto que las maquinas podian quedar
detenidas durante muchas horas. El propio Hamming re-
lata la perplejidad de unos matemdrticos colocados al fren-
te de unas maquinas que no acababan de funcionar. Te-
nfan la impresion, nos cuenta, de que «debfan hacer algo
no convencional en un medio no convencional».

La idea de Hamming consistié en completar bloques
de bits, antes de proceder a su transmisién, con bits adi-
cionales, de tal forma que los posibles errores de trans-
misién pudieran ser detectados y/o corregidos por la fuen-
te receptora.

El bit de paridad proporciona un ejemplo de codigo de-
tector de errores. Imaginemos que codificamos determinada
informacién por medio de palabras de siete bits. A con-
tinuacién, completamos cada palabra con un octavo bit,
igual a 0 si la suma de los siete bits anteriores es par, e
igual a 1, si es impar. Si en la transmisién de la palabra de
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Claude Shannon (1916-2001).

ocho bits se produce un error, éste serd detectado por la
mdquina, puesto que la palabra recibida no va a satisfacer
el criterio de paridad. El denominado bit de paridad es
un cédigo detector de un error. No obstante, es incapaz
de indicarnos cudl es el bit equivocado, por lo que no es
un c6digo corrector de errores. Si se hace uso de este c6-
digo, cada siete bits de informacién se verin completa-
dos con un bit de control.

Los cddigos de repeticién proporcionan ejemplos de c6-
digos correctores de errores. Acordemos, por ejemplo, en
triplicar cada bit antes de su transmision. Si se recibe una
secuencia de la forma 111, la mdquina la interpretard
como correcta. Pero si se recibe una secuencia de la for-
ma 001, es seguro que se habrd producido algin error.
Puesto que es mds probable que la secuencia correcta sea
000 que 111, podremos programar la mdquina para que
corrija el bit equivocado; en este caso, la miquina cambiard
la palabra 001 por la palabra 000. Si usamos este cédigo,
cada bit de informacién se completard con dos bits de
control. El cdigo de repeticion triple es capaz de corre-
gir un error en cada bloque de tres bits, pero, obviamen-
te, triplica el coste de las transmisiones.

En general, tanto los codigos detectores de errores como
los codigos correctores de errores obedecen al mismo prin-
cipio: alargan palabras de longitud 4 en palabras de lon-
gitud # mediante la adicién de bits de control. La razén
k/n se denomina la tasa de transmision del cédigo.
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Un concepto bisico en teoria de cédigos lo constituye
la denominada distancia de Hamming. Dos palabras se
dice que estdn a distancia 7 cuando difieren en bits exac-
tamente. Si la distancia minima entre dos palabras de un
codigo es d=2e+ 1, 0 bien d= 2e + 2, el codigo serd ca-
paz de corregir e errores. El cociente d/n se conoce como
la distancia minima relativa del cédigo.

A igualdad de errores corregidos por bloque, los codi-
gos mds econdémicos serdn aquellos cuya rasa de transmi-
sidn sea mds alta; es decir, esté mds cercana a la unidad.

En 1948, Shannon demostré que en todo canal de trans-
misién —expuesto a ruidos y sin memoria- existe un esque-
ma de codificacién cuya probabilidad de error es tan pequena
como se quiera, siempre que la informacion se transmira
con tasa de rendimiento inferior a la capacidad del canal y
los mensajes a transmitir sean suficientemente largos. (To-
dos los conceptos que aparecen en el teorema de Shannon
se pueden modelizar matemdticamente.) A pesar de la in-
fluencia enorme del teorema de Shannon en teorfa de cddigos,
debemos advertir que este teorema no es constructivo. Dado
un caso particular, el teorema de Shannon nada nos dice
acerca de como disefiar un cédigo adecuado; vinicamente
garantiza su existencia. Con el tiempo se ha visto que el di-
sefio de codigos cuyas constantes fueran proximas a las que
predice la teorfa de Shannon no es nada ficil.

Hamming diseiié en 1950 una familia de cédigos co-
rrectores de errores que mejoraban los cédigos de repeti-
cién. El cédigo de Hamming mis sencillo alarga palabras
de cuatro bits en palabras de siete bits:

(mpzt)—=(pztXx+y+ay+2+LX+)+10).
Su tasa de transmisién es, por tanto, 0.57. El conjunto
de palabras de longitud cuatro que podemos formar con
dos bits posee 16 elementos; éste es asimismo el nimero de
palabras codificadas, cuyo conjunto constituye el cddigo.
Por otra parte, el conjunto de palabras de longitud siete
que podemos formar con dos bits posee 128 elementos.
Cualquiera de estas palabras de siete bits difiere a lo sumo
en un bit de una palabra del cédigo. Con ello, el cédigo
de Hamming es capaz de corregir un error en cada bloque
de siete bits. Por ejemplo, si se recibe la palabra 1011110,
el codigo la dard por equivocada y la corregira por la pa-
labra 1001110.

Los ejemplos anteriores pertenecen a la amplia familia
de los cddigos lineales. En los c6digos lineales, las palabras
se interpretan como vectores de un espacio vectorial so-
bre un cuerpo finito y el alargamiento de las mismas con
bits de control se realiza mediante el concurso de una apli-
cacién lineal cuya matriz se denomina la matriz generadora
del cédigo. L.a deteccién de los errores se efecttia asimismo
por otra matriz, denominada matriz de control. Otro as-
pecto muy importante a tener en cuenta en ¢l diseno de
los codigos es que el algoritmo de correccién de errores debe
efectuarse sin que sea demasiado costoso en tlempo Enel
disefio de buenos codigos correctores de errores interviene
un gran nimero de recursos algebraicos.

El cuerpo finito mds sencillo es el cuerpo de dos ele-
mentos [, = {0,1}. Pero, para cada potencia 4= p/de un
niimero primo p, existe un cuerpo [, que posee exacta-
mente g elementos. El estudio de los cuerpos finitos se
inicia en el siglo XIX, con E. Galois, y estd ligado direcra-
mente al problema de la resolucién por radicales de las
ecuaciones algebraicas. Los cuerpos finitos mds sencillos
son los cuerpos = Z/pZ, formados por las clases de res-
tos médulo un atiere primo, Muchas de sus propieda-
des se encuentran ya demostradas en las Disquisitiones
arithmeticae de C. E. Gauss.

Los cédigos correctores de errores disefiados por I. S. Reed
y D. E. Muller, en 1954, fueron utilizados por la nave espa-
cial Mariner 9, en 1972, para la transmisién de fotografias en
blanco y negro de Marte. Los cédigos disenados por M. Go-
lay, en 1948 (basados en teoria de grupos), fueron utilizados
por el Vayager, en los anos 1979-1981, para la transmision de
fotografias en color de Jupiter y Saturno. R. C. Bose, D. K.
Ray-Chaudhuri y A. Hocquenghem disefiaron los codigos
(BCH) usados por la NASA. Redd Solomon cre6 los c6di-
gos (RS) usados por Philips en los discos compactos (CD).

El disefio de los discos en formato DVD representa un
gran avance con respecto al de los CD. El método de co-
dificacién de los discos compactos transforma ocho bits
de usuario en 17 bits de codigo modulador. En el DVD,
ocho bits de usuario se completan en tan sélo 16 bits de
cédigo modulador. Tal caracteristica hace que su eficacia
sea alrededor de un 6 % mayor.

El matemitico ruso V. D. Goppa puso de relieve en
1977 que la teorfa subyacente a los codigos lineales que-
daba mejor explicada a la luz de teoremas cldsicos de geo-
metrfa algebraica, siempre que éstos fueran trasladados al
marco de la geometria algebraica sobre cuerpos finitos.
La geometria algebraica sobre cuerpos finitos es una rama
de la matemaitica desarrollada en los Gltimos cincuenta
anos y que ha proporcionado resultados tedricos muy pro-
fundos. La idea bdsica de Goppa consiste en la utilizacion
del cldsico teorema de Riemann-Roch para el cémputo
de las principales constantes asociadas al cédigo.

La construccién efectiva de cédigos de Goppa requiere,
a su vez, la construccién efectiva de curvas algebraicas so-
bre cuerpos finitos con un gran nimero de puntos sobre
su cuerpo de definicién, que deben asimismo conocerse
efectivamente. Tal hecho ha conllevado un aumento del
interés por la resolucion efectiva de problemas diofinticos,
constituyendo una de las ramas mds activas y atractivas
de la teorfa de niimeros compurtacional.

Se ha visto que las fibras de modelos enteros de las lla-
madas curvas de Shimura proporcionan curvas definidas
sobre cuerpos finitos con buenas propiedades para su uti-
lizacién en el diseno de c6digos. Las curvas de Shimura,
cuyo desarrollo tedrico se inici en la década de 1950, son
una de las herramientas bdsicas en la célebre demostra-
cién de A, Wiles del teorema de Fermar. En su tratamiento
confluyen técnicas de geometria hiperbdlica, anilisis com-
plejo, andlisis p-ddico, dlgebra no conmurativa y aritmé-
tica no conmutativa.
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Voyagers 1y 2

-«——— Espectrometro de ultravioleta

Visor de angulo estrecho v

Visor de angulo grande ——— - . .
gulo g Espectrometro de infrarojo

y radiémetro
Plasma -

Fotopolarimetro

Rayo cosmico -

Detector de particulas
cargadas de baja energia

Antena de elevada ganancia ———» et o S, de calibracion
(3,7 m. 6 12 pies de diametro)

Radio astronomica planetaria
y antena de ondas de plasma (2)

Magnetometro de
campo intenso (2)

campo débil (2) —=38 Generador termoeléctrico
de radioisotopos

Los codigos de Golay fueron utilizados por el Voyager.
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LA SEGURIDAD EN LA RED

En todas las ¢pocas, los humanos han sentido la nece-
sidad de enviar mensajes a determinados destinatarios que
estuvieran protegidos del acecho de terceros. Los orige-
nes de la L‘['ipmhmgf;:, 0 arte (ue se encarga del cifrado y des-
cifrado de mensajes, se pierden en el tiempo.

Las modernas |L‘L'nn|ugj'.'1h parece que no hacen sino in-
crementar las necesidades de cifrado en la transmisiéon de
informacién. Multitud de datos circulan hoy por la red re-
quiriendo tratamientos criptogrificos seguros. Desde el
punto de vista matemdrico, ello constituye un reto, pues-
to que se trata de lograr criptosistemas que sean a la vez
econdmicos y hables.

Los métodos de cifrado clisicos y los modernos difieren
en un punto esencial. En los mérodos clisicos, emisor y
receptor acuerdan la clave de cifrado y la clave de desci-
frado, antes de la transmisién del mensaje. El conoci-
miento de la clave de cifrado es equivalente al de la clave
de descifrado, pues basta invertir la primera. Estos siste-
mas de cifrado se denominan de clave /JH}{’.»J/.{';L

Mediante procedimientos combinatorios, por ejemplo,
pueden crearse claves privadas que ofrezcan un buen gra-
do de hcgurid;ld_ Sin embargo, todos los sistemas de cla-
ve privada adolecen de un defecro: el momento del in-
tercambio de claves suele ser altamente inseguro. Ello es
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bien sabido por los criptoanalistas, o espfas, que hardn
todo lo posible para hacerse con las claves, mediante pro-
cedimientos que suelen tener poco de cientificos.

La criptologia dio un giro espectacular en 1976, gra-
cias a una idea de W. Diffie y M. E. Hellman, quienes
propusieron hacer piiblica la clave de cifrado. En los de-
nominados criprosistemas de clave ptiblica, cualquier emi-
sor puede mandar informacidn cifrada a un recepror me-
diante el uso de la clave piiblica de éste. El receptor puede
ser un banco, Hacienda, un hospital, un particular, o una
entidad comercial cualquiera. Sin embargo, sélo el re-
ceptor debe estar en condiciones de leer la informacién ci-
frada que le mandan los emisores. La pregunta es: ;cdmo
puede conseguirse esto?

Dittie y Hellman propusieron utilizar en la clave de ci-
frado funciones de un solo sentido —en el supuesto que ta-
les funciones existan—. Se trata de utilizar una funcién
en el cifrado del mensaje que sea poco costosa en tiem-
po de computacién, pero cuya funcién inversa sea muy
costosa en tiempo de computacién mediante los orde-
nadores de que se dispone en la actualidad. Sin embar-
go, la funcién de descifrado ha de ser poco costosa de
calcular si se dispone de informacién suplementaria. Esta
informacién suph'mc'm;n'i;l estd en manos del receptor
dL' IOS I'ﬂL‘I]S:liL‘h. ['Il.lt.‘ﬁ cS tllII[(.'Il I]'xl t‘[llhlll'ﬂtlt] ]ll L']'.I\'L' I'H.’I'
blica de cifrado.
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La idea de Diffie y Hellman se ha implementado de
maneras diversas. En 1977, Rivest-Shamir-Adleman crea-
ban el criptosistema de clave puiblica RSA, uno de los mis
populares. En 1978, McEliece daba a conocer una fami-
lia de criptosistemas basados en la teorfa de los cédigos co-
rrectores de errores. En 1985, T. ElGamal ideaba el crip-
tosistema del logaritmo discreto. Y, en 1993, A. |. Menezes
y S. A. Vanstone implementaban criprosistemas basados
en la aritmética de las curvas elipticas.

En el método RSA, la clave publica estd constituida por
un par de nimeros (V, 4), el primero de los cuales, N, es
igual al producto de dos niimeros primos p, ¢, N'= pg. Una
vez cortado el mensaje en unidades suficientemente pe-
quenas, su cifrado se lleva a cabo mediante la funcién po-
tencial y=x", de exponente 4, calculada en el grupo mul-
tiplicativo de Z/ NZ. Este cilculo puede hacerse a gran
velocidad, bastando para ello la expresidn de @ en base 2,
que reducird la potenciacién a sucesivas elevaciones al cua-
drado. El descifrado se lleva a cabo mediante la potencia-
cién con otro exponente, que denotaremos por 4. A fin de
recuperar el mensaje inicial, la cantidad @b — 1 debe ser
muldplo de (p— 1)(g— 1). Por tanto, el cilculo del expo-
nente 4 requiere previamente el conocimiento de los fac-
tores primos p, 4.

Vemos, por tanto, que la seguridad del cifrado RSA estd
directamente relacionada con la dificultad de descompo-
ner el entero NV en factores primos. Notemos que esta
dificultad no existe para el receptor de los mensajes,
puesto que éste ha creado su clave piblica a partir de dos
niimeros primos p, ¢, suficientemente altos.

El nimero de claves publicas que podemos crear en el
sistema RSA dentro de un intervalo depende de la densi-
dad de los niimeros primos en el intervalo citado. Para la
eleccién de estos primos son asimismo necesarios genera-
dores de niimeros aleatorios y tests probabilisticos de pri-
malidad. A medida que los nimeros crezcan, los cilculos
serdn mads costosos.

El método de ElGamal se basa a su vez en la dificulrad
de resolver eficazmente el problema del logaritmo discre-
to en determinados grupos finitos. Los grupos en cues-
tion se construyen mediante grupos multiplicativos de
clases de restos, de cuerpos finitos, o de puntos de tor-
sion de curvas elipricas.

En general, el disefio de sistemas criptograficos de cla-
ve publica estd directamente relacionado con problemas
de complejidad computacional. Un problema se dice de
clase P (o de tiempo polinémico) si existe un algoritmo que
permite su resolucién en un tiempo acotado por una fun-
cién polinémica en el niimero de bits de los datos del pro-
blema (#nput). Se supone que el algoritmo se implementa
en una mdquina de Turing, idealizaciéon de los ordenado-
res actuales. Un problema se dice de clase NP (o de tiem-
po polinémico no determinista) si en un tiempo poliné-
mico se puede comprobar que una pretendida solucién
es, de hecho, una solucién. Uno de los problemas funda-
mentales que tiene planteada la teoria de la computacion
es saber si = NP.

Si cogemos un entero /N de unas 30 cifras y lo preten-
demos factorizar por el método directo de las divisiones
sucesivas hasta su rafz cuadrada, teniendo en cuenta que
¢l nimero de primos inferiores a 10" es 29844570422669,
un ordenador capaz de realizar 10” divisiones por segun-
do tardard mds de ocho horas. Aunque se conocen diver-
sos algoritmos de factorizacion, como el de D. Shanks
(1969), de Fermat-Pollard (1974), de Brilhard-Morrison
(1975), de H. W. Lenstra (1985), o los métodos de criba,
que reducen el cilculo anterior a segundos en uno de nues-
tros ordenadores de sobremesa, el mejor resultado que se
ha podido demostrar es que tales algoritmos son de tiem-
po subexponencial.

Hoy por hoy no se sabe si ¢l problema de la factoriza-
cién o bien el problema del logaritmo discreto son de cla-
se P, por medio de algoritmos implementados en una mé-
quina de Turing. Puede decirse que la seguridad de los
actuales mérodos criptograficos se apoya en la ignoran-
cia: por una parte, no se conocen en los medios acadé-
micos métodos de factorizacién suficientemente eficaces
y, por la otra, no se saben construir ordenadores suficien-
temente rapidos, capaces de convertir tiempos de ejecucion
exponenciales o subexponenciales en tiempos polinémicos.

Desde el punto de vista teérico, tampoco se ha podido
probar que existan funciones de un solo sentido, que son
las que preconiza el mérodo de Diffie y Hellman. La ex-
periencia indica, sin embargo, que hay funciones que se
comportan como tales.

El éxito de los sistemas criptogrificos de clave publica
no implica, ni mucho menos, que se hayan relegado al
olvido los sistemas criptogrificos de clave privada. De he-
cho, se utilizan ambos a la vez. Los sistemas criptografi-
cos de clave publica son utilizados para transmitir de for-
ma segura las claves de los sistemas criptogréficos de clave
privada. La razén de obrar asi es que, en general, los
cilculos en los sistemas criptogrificos de clave piiblica son
mucho mis laboriosos.

DEL BIT AL QUBIT

En 1997, la criptologia experimenté otro cambio dig-
no de tenerse en cuenta. Peter Shor sorprendié a la co-
munidad cientifica con el disefio de un algoritmo para la
factorizacién de enteros en producto de niimeros primos
en tiempo polinémico, caso de que su implementacién
pudiera realizarse en un ordenador cudntico. El mismo Shor
dio la solucién al problema de logaritmo discreto, tam-
bién en tiempo polinémico, haciendo uso asimismo de
la compurtacién cudntica.

Dicho brevemente: un criptoanalista que estuviera en
posesién de un ordenador cudntico podria romper todas
las claves publicas de cifrado empleadas en la actuali-
dad. Para romper la clave en el método RSA, Shor «uti-
lizas el ordenador cudntico en el cilculo del orden de un
entero x modulo N, elegido al azar. Después esta infor-
macion es usada en la factorizacién de N, que puede in-

105




PILAR BAYER ISANT

S iy cluso llevarse a cabo en una miquina de Turing, en tiem-
= po polinémico.

Siguiendo el paradigma de la mecinica cudntica, un or-
denador cudntico no produciria una respuesta, sino una
superposicion de todas las respuestas posibles afectadas de
distintas probabilidades. En la computacién cudntica, el
formalismo de la computacion electromagnética es sustituido
por el de la computacién cudntica. El bit es reemplazado por
el gubit (o bit cudntico). Un qubit es un estado cudntico

lg)=al0)+pI1),

en donde «,  denotan nimeros complejos tales que
la P+ 1B I* = 1. Desde el punto de vista matemdrico, un
qubit es un niimero cuaternio de Hamilton de norma 1, por
lo que su manejo entra de lleno en el rerreno de la aritmé-
tica no conmutativa. Desde el punto de vista fisico, un qu-
bit se interpreta como el bit | 0), afectado de la probabili-
dad | @ I*, y el bit | 1), afecrado de la probabilidad | f I°.

La computacién cudntica exige cambios sustanciales en
el disefio de los algoritmos. Las puertas légicas empleadas
en las mdquinas de Turing se ven sustituidas por puertas
cudnticas. Las primeras tienen por base el dlgebra de Boole;
las segundas, los espacios de Hilbert y sus transformacio-
nes unitarias.

En la actualidad, los ordenadores cudnticos existen tini-
camente sobre el papel y en la mente de algunas personas.
;Pero acaso la historia no nos muestra que las visiones de los
cientificos, tarde o temprano, acaban por marterializarse?
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