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El Calculo de Probabilidades es una de las grandes
ramas del arbol de las Matematicas, se le puede definir
como la ciencia del azar y aunque esta definicion no es
exacta del todo, si es muy aproximada. El Célculo de
Probabilidades permite el tratamiento matematico y
cuantitativo de las posibilidades de realizacion de un
hecho o fenomeno, que todavia no ha sucedido pero
que puede suceder; es util para la prevision de ciertos
hechos y fendmenos posibles, pero que no tienen por
qué suceder necesariamente, como puede ser la
prediccion del tiempo meteorologico, predecir si va a
haber una buena cosecha o no, si hay peligro de inun-
daciones o cualquier otra calamidad publica, etc.
También es util para aconsejarnos sobre las apuestas
en un juego de azar, sobre las primas que se pueden
pagar por un seguro de vida o de accidentes, el com-
portamiento economico de las personas, empresas o
del Estado, etc.

El Célculo de Probabilidades tiene dos campos de
actuacion, uno es el de las Matematicas puras, y el otro
es el de las Matematicas aplicadas a la Fisica, la
Biologia, la Economia, la Investigacion Operativa e
incluso la Sociologia. Es la base de la Estadistica.

Su origen se puede fechar en el siglo XV, por tanto
es anterior a la Geometria Analitica que nace con
Descartes (siglo XVII) al Célculo Infinitesimal que
nace con Newton y Leibniz (siglos XVII y XVIII),
pero es posterior a la Geometria como ciencia
deductiva que se inicia con Tales de Mileto (siglo VIl a
C), y que alcanza su primera axiomatizaciéon con
Euclides (siglos IV y III a.C.); a la Trigonometria que

se inicia con Arquimedes (siglo I a C) como ciencia
auxiliar de la Astronomia, y que en el siglo XIII se
convierte en una ciencia independiente en Bagdad con
Nasir al Diny; y al algebra debida al arabe Al
Khwarizmi (siglos VIII y IX).

La palabra espafiola azar que es muy parecida en
otros idiomas como el italiano, el francés o el inglés,
aunque en este ultimo idioma también se usa una
palabra distinta random, es muy probable que proceda
de la palabra arabe azzahr, que segun el literato Amin
Maalouf en su libro “Las Cruzadas vistas por los
arabes” era el nombre de un juego de dados del Egipto
faraonico, al que jugaban los arabes y los turcos seld-
jucidas en el tiempo de las cruzadas y que alli
aprendieron los franys (los cruzados) y lo trajeron a
Europa.

Hay ciertas palabras que usamos en lenguaje colo-
quial, que han pasado al lenguaje cientifico, pero
exacta y perfectamente definidas, porque es la Unica
forma en que pueden utilizarse para que los Cientificos
se entiendan entre si. Entre estas figuran las palabras
contrapuestas: azar y necesidad, indeterminismo y
determinismo, incertidumbre y certidumbre; las tres
primeras de los tres pares de palabras anteriores,
pertenecen al campo sobre el que opera la proba-
bilidad. Como veremos en el desarrollo de la confe-
rencia, el azar no es unico sino maultiple, los
mecanismos de actuacion del azar son varios, y no
tener esto en cuenta puede dar origen a paradojas con-
sistentes en que un mismo problema tenga distintas
soluciones, pero eso no es asi, porque en el enunciado
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de un problema no se puede decir simplemente
“escogido al azar” sin mas, porque hay que enunciar el
mecanismo segun el cual actia el azar en este
problema, y entonces lo que aparenta ser un solo
problema, se desdobla en varios, cada uno con su
solucion distinta.

Haremos un resumen de la Historia del Calculo de
Probabilidades, desde sus origenes en el siglo XV
hasta nuestros dias pasando por la definicién de proba-
bilidad de Laplace (1812) hasta la axiomatizacion
actualmente aceptada de Kolmogorov (1929-1933).
Haremos mencion especial del papel que los juegos de
azar han desempefiado, asi como de ciertas teorias
matematicas, tales como la teoria de conjuntos, las
algebras de Boole, los integrales de Lebesgue y de
Stieltjes y muy especialmente de las cadenas de
Markov y sobre todo de los procesos estocésticos y del
movimiento browniano. Todo ello dentro del campo
de las Matematicas puras.

En cuanto a las aplicaciones haremos un resumen
histérico de la Fisica Estadistica clasica de fines del
siglo XIX, atn vigente y de la Fisica Estadistica
cudntica del siglo XX. Asi como de la aplicacion de
los procesos estocasticos al estudio de los rayos cos-
micos, descubiertos en el siglo XX, y a su aplicacion a
la Fisica Nuclear.

Haremos también un breve resumen de las aplica-
ciones del Calculo de Probabilidades a la Biologia en
materias tales, como la Dinamica de Poblaciones, la
Epidemiologia y la Genética de Poblaciones, Teorias
todas que salvo algunas escasas aportaciones del siglo
XIX, caen de lleno dentro del siglo XX.

Mi aportacion personal en este campo se extiende a
medio siglo, comenzaron en los afios cincuenta y mi
ultima publicacion aparecida es del 2004.

Aunque los fenomenos fisicos y biologicos a los
que se aplican los Procesos Estocasticos son de natu-
raleza muy distinta, sin embargo el planteamiento
matematico y su resolucidon son iguales, y asi por
ejemplo conceptos como natalidad, mortalidad, inmi-
gracidon o contagio tan especificos de la Biologia han
pasado a la Fisica.

Curiosamente las palabras aleatorio y estocastico
de tan frecuente uso en la Teoria de la Probabilidad de

nuestros dias, son derivadas del latin y del griego.
Aunque en el mundo grecorromano la probabilidad
cientifica no existia, ya entonces e incluso en tiempos
mas antiguos los hombres sufrian o se beneficiaban de
los efectos del azar, de la casualidad y de la suerte. La
frase “alea jacta est” de Julio Cesar al cruzar el rio
Rubicon y marchar sobre Roma, clara alusion al azar y
a la suerte, cambio el curso de la Historia.

Concluiremos con una breve referencia a mis
investigaciones sobre un nuevo tipo de variables
aleatorias que he denominado fractales, por estar
definidas en conjuntos de “medida nula” y que no se
ajustan a la axiomatica de Kolmogorov. Son conse-
cuencia de mi extension de la Geometria de Masas, la
Dinamica, la Integracién y las Probabilidades a los
modernos conjuntos fractales tan distintos de los
clasicos. En estos conjuntos no existen las integrales
de Riemann o Lebesgue (son nulas) pero si existe el
cociente de dos integrales, como el valor de una
funcién indeterminada (cero dividido por cero) cuyo
calculo es posible, eliminando su indeterminacién
mediante una generalizaciéon de la vieja regla de
L'Hopital.

En la Fisica, la Biologia, la Economia, asi como en
la Meteorologia y en otras actividades humanas, si se
dan unas condiciones determinadas se presentan tres
clases de sucesos que son:

1) ocurre necesariamente un suceso S

2) un suceso S no puede realizarse, es imposible.
Estos dos primeros casos, caen en el terreno de
la necesidad. El porvenir se dice que esta deter-
minado.

3) el suceso S puede o no realizarse
Este caso se subdivide en dos.

3.a es posible asignar al suceso S, que llama-
mos aleatorio, un nimero real positivo
que mide el grado de posibilidad de reali-
zacion del suceso, al que llamamos su
probabilidad. El porvenir se dice que es
probabilizable.

3.b es imposible asignar una probabilidad al
suceso, y entonces se dice que el provenir
es indeterminado. Estos sucesos se dan
en Economia y en Meteorologia. Puede
ocurrir que exista una probabilidad, pero
que seamos incapaces de descubrirla, o
puede que no exista tal probabilidad.
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Se llama variable aleatoria, una variable que puede
tomar diversos valores y tal que a cada valor se le
pueda atribuir una probabilidad, las cuales forman la
distribucidon de probabilidad de la variable aleatoria.

Un ejemplo sencillo es el de arrojar un dado, el
suceso aleatorio que puede ocurrir es que salga desde
un uno a un seis, y a cada uno de estos valores se le
asigna la probabilidad un sexto, que expresa que exis-
te la misma probabilidad (o posibilidad) de que salga
uno cualquiera de dichos valores. Si arrojamos dos
dados, entonces la variable aleatoria puede tomar un
valor que va desde dos hasta doce, y a cada uno de
estos valores se le puede asignar una probabilidad (cal-
culable) distinta. Es mucho mas dificil que salga2 6 12
que 6 6 7.

La Ciencia que trata de las variables aleatorias y de
sus probabilidades, es una parte de las Matematicas
llamada Calculo de Probabilidades muy amplia.
Comprende desde problemas y cuestiones muy ele-
mentales hasta otras de una grandisima dificultad, e
incluso contiene problemas abiertos, todavia no resuel-
tos. Por tanto los métodos matematicos que emplea
van desde unos muy sencillos hasta otros sumamente
dificiles y complicados. Para resolver algunos de estos
problemas basta con conocer las Matematicas del
Bachillerato, para comprender y resolver otros se pre-
cisan los conocimientos de un Ingeniero o de un
Licenciado en Ciencias; el planteamiento y resolucion
de algunos problemas pueden ser la base de una tesis
doctoral o de una investigaciéon de muchisima altura.
El Calculo de Probabilidades es una ciencia viva y en
pleno desarrollo, con un gran porvenir por delante.

El Calculo de Probabilidades, como ya hemos
dicho es muy reciente, no comienza hasta finales del
siglo XV, mientras que la Geometria, la Astronomia
matematica, el Algebra, la Trigonometria y la
Mecanica son mucho mas antiguas. Como ya dijimos
la Geometria como ciencia es del siglo VII a C.

Los primeros problemas de Probabilidades, segura-
mente aparecen en un libro de Luca Pacioli (1445-
1517) publicado en 1494, que lleva por titulo “Summa
de arithmética y geometria proportioni y proportiona-
lita”.

Poco después Cardano (1501-1576) se ocupo de
probabilidades, es otro precursor y publico en 1545 su

libro “Ars Magna”, pero lo mas importante de su obra
fue la resolucidn de las ecuaciones de tercer y cuarto
grado, que es debida a ¢l y a Tartaglia (1499-1557).
Cardano realizé un invento muy importante, que aun
se usa en nuestros dias, que es la junta de Cardan, un
mecanismo que permite el desplazamiento angular en
todas direcciones de dos arboles, cuyos ejes son con-
currentes, mecanismo que permitio librar a la brajula
de un barco, de sufrir los efectos de su movimiento.

Se consideran como cofundadores del Calculo de
Probabilidades a Fermat (1601-1665) y a Pascal
(1623-1662) que mantuvieron entre si la mas impor-
tante correspondencia en 1654, donde se puede decir
que se encuentran los principios del Calculo de
Probabilidades como ciencia.

Huygens (1629-1695) conocio estas cartas y las uti-
liz6 junto a otras aportaciones suyas como fueron la
introduccion de la esperanza matematica y la resolu-
cion de algunos problemas de probabilidades de su
época, para escribir un libro en 1657 titulado “De
ratiociniis in ludo aleae”.

El concepto de esperanza matematica o valor
medio de una variable aleatoria &, que se representa
por & es muy importante, se define como la suma de
los productos de los valores de la variable aleatoria &
por sus probabilidades. Da una medida de la posicion
de &, si por ejemplo se trata de la altura de los indivi-
duos de un colectivo escogido al azar dentro de una
gran ciudad, el valor medio nos indica si la poblacion
en general es alta o baja.

Otro concepto importante es el de varianza, que se
representa por 6° y se define como la suma de los pro-
ductos de los cuadrados de las diferencias entre los
valores de £ y de su valor medio & por sus probabilida-
des, la varianza da una medida de la dispersion y por
tanto de la concentracion de & respecto a un valor
medio; si 6* es grande en el ejemplo anterior significa
que la estatura de los individuos estd repartida muy
uniformemente.

En general se llama momento de orden r a la suma
de los productos de las potencias de exponente r de los
valores que puede tomar la variable aleatoria por sus
probabilidades.
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Hay variables aleatorias discretas y continuas. Las
primeras son aquellas que pueden tomar un valor dis-
creto finito o infinito. Por ejemplo la suma de los pun-
tos de un dado que se arroja un numero entero de veces
o infinitas veces. Los segundos, también llamadas geo-
métricas, son aquellas que toman un valor cualquiera
en el interior de un segmento, de un area o de un volu-
men. Por ejemplo los impactos de una bala de fusil o
de pistola sobre un blanco, o los impactos de un pro-
yectil de cafion en el frente o en un campo de tiro. En
algunos casos el segmento, area o volumen puede ser
infinito.

Mas adelante describiré un nuevo tipo de variables
aleatorias que no encajan dentro de las anteriores, que
he encontrado en mis investigaciones y que he deno-
minado fractales; a los que ya anteriormente hice refe-
rencia.

Pascal utilizo el artificio de los tridngulos aritméti-
cos para la resolucion de problemas de probabilidades.
Un tridngulo aritmético es una figura geométrica que
se represente a continuacion, que se prolonga indefini-
damente

que se obtiene escribiendo las dos primeras filas como
estan en la figura y las siguientes se obtienen escri-
biendo en los dos extremos 1, y los restantes nlimeros
se obtienen sumando los dos de la fila superior entre
los que esta. Asi se tiene que la tercera fila tiene dos 1
en los extremos, y en el centro 2 suma de los dos 1 de
la segunda fila entre los que estd; la cuarta fila tienen
dos 1 en los extremos y dos 3 en el centro, suma de 1
y 2 de la tercera fila entre los que estd. Y asi sucesiva-
mente para las infinitas filas que siguen.

Para el lector matematico vamos a dar la ley de forma-
cion de los triangulos aritméticos. Numeramos las filas

n=0,n=1,n=2,.. para las tres primeras y asi suce-
sivamente. Los nimeros de la fila n son los coeficien-
tes bimoniales (g i ;’ Z que son en numero den + 1,
los cuales numeramos desde p = 0 hasta p=n. Se pue-
den calcular los nimeros de la filan + 1, en funcion de

los de la fila n por la férmula:

R A

vélida desde p =1 hasta p =n. Para p = o, cualquiera
que sea n el primer numero (p = o) siempre vale 1.

Pascal estudio detalladamente estos triangulos arit-
méticos, de los que hizo un gran uso; hoy llevan su
nombre, pero el matematico persa Al Kachi que vivio
en Samarcanda entre los siglos XIV y XV ya los utili-
z0.

El primer libro sobre probabilidades muy importan-
te fue escrito por Jacobo Bernoulli (1654-1705) se titu-
la “Ars Conjectandi”, fue publicado en 1713 después
de su muerte.

En ¢l figura la primera demostracion rigurosa de la
ley débil de los grandes nimeros en el juego de cara 'y
cruz, hoy es conocido como el teorema de Bernoulli y
se hace un gran uso de él, establece un puente de
comunicacion entre frecuencia relativa y probabilidad,
entre Realidad practica y Teoria abstracta, entre
Matematica pura y Matematica aplicada.

Bernouilli introdujo la distribucion de probabilidad
que lleva su nombre, que es la suma de n variable alea-
torias binomiales independientes, y de la misma proba-
bilidad. La distribucion binomial es la de una variable
aleatoria que solamente puede tomar dos valores con
probabilidades complementarias p y 1-p. El lanza-
miento de una moneda es una variable binomial y el de
n monedas es una variable de Bernoulli. Un ejemplo
de aplicacion del teorema de Benoulli es el siguiente:
si se arrojan n dados y el nimero de veces que sale el
5 es N(5), la frecuencia relativa del 5 es el cociente de
dividir N(5) por n, y cuando n tiende a infinito, se
cumple que el limite de N(5)/n tiende a un sexto (1/6);
pero como ademas esta frecuencia relativa es también
una variable aleatoria se cumple también que
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es decir que el limite de la probabilidad de que N(5)/n
cuando n tiende a infinito es un sexto vale 1. En len-
guaje mas técnico se dice que la frecuencia relativa
N(5)/n converge en probabilidad a la probabilidad un
sexto de que salga el nimero 5. Esta es la ley débil de
los grandes numeros, sobre la que volveremos mas
adelante.

Jacobo Bernouilli destacé mucho en otras partes de
las Matemadticas. La familia Bernouilli tuvo ocho
matematicos importantes distribuidos en tres genera-
ciones. La primera estaba formada por Jacobo y su
hermano Juan (1667-1748) que también fue un mate-
matico muy importante.

Daniel Bernoulli (1700-1782) hijo de Juan, ha sido
uno de los fisicos matematicos mas importantes, entre
otras cosas es autor del teorema o principio que lleva
su nombre fundamental en la Hidrodinamica que rela-
ciona el aumento de la velocidad de un fluido con la
disminucion de la presion. En un libro reciente de
Michael Guillen que lleva por titulo “Cinco ecuacio-
nes que cambiaron el mundo” se afirma que estas
cinco ecuaciones fueron: La ley de la gravitacion uni-
versal de Newton, el antecitado principio de Bernoulli,
la ley de induccién electromagnética de Faraday, el
principio de la entropia de Clausius y la ecuacion de
Einstein de que la energia es igual al producto de la
masa por el cuadrado de la velocidad de la luz (E=
mc?) en el vacio.

Daniel Bernouilli hizo una aportacion muy impor-
tante de la aplicacion de las probabilidades a las acti-
vidades humanas, muy adelantado para su tiempo, es
la introduccion de lo que el llamo esperanza moral, fue
el iniciador de la teoria matematica de la utilidad, que
ha sido extraordinariamente desarrollada por los mate-
maticos y economistas del siglo XX. La hipotesis de
Bernouilli establece que la riqueza R proporciona al
que la posee una utilidad U, tal que el incremento de la
ultima AU es directamente proporcional al incremento
de la riqueza AR e inversamente proporcional a la
riqueza poseida antes de su incremento. Se expresa por
la formula:

ARn
AU, =k X (3)
siendo
AUn = Un+1 - Un’ A]an = Rn+1 _Rn (4)

siendo K una constante.

De esta ecuacion se sigue que si la riqueza crece en
progresion geométrica, la utilidad solo crece en pro-
gresion aritmética. La ecuacion anterior también es
aplicable si hay decrecimiento de riqueza y utilidad en
vez de crecimiento.

La hipétesis de Bernouilli esta relacionada con las
ideas del filésofo y economista inglés. Bentham
(1748-1832) autor de la teoria del utilitarismo que es
un proyecto de relacionar matematicamente la riqueza
con la felicidad y el bienestar. En nuestros dias estas
ideas se han puesto de modo con la Sociedad del bien-
estar y la teoria matematica de las funciones del bien-
estar de la matematica moderna.

Para el lector matematico incluimos este parrafo,
que se puede saltar. La ecuacion (3) tiene la solucion

Un=Uo+hn;Rn:R0(l+%)n )

ya que

U —U—hzk(H%)M_ (H%)” =k ()

n+l n— (l +%)n

parau=0, U,y R, son la utilidad y la riqueza minimas
y para que se note el aumento de utilidad h, el incre-
mento de la riqueza ha de ser la fraccion h/k de R,

Ha de existir una riqueza minima R, y una utilidad
U, minima, para que sea valida la ecuacion (3), porque
en caso contrario bastaria con ganar un céntimo, si no
se tuviese absolutamente nada de dinero para obtener
una utilidad infinita. Por otra parte ha de haber tam-
bién un incremento minimo de utilidad h que sea apre-
ciable, por debajo del cual no se aprecie la utilidad
obtenida, de modo que incrementos de riqueza inferio-
res a la fraccion h/k de la que se posee no incrementa
la utilidad.
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Si en la ecuacion (3) se sustituye el incremento A
por la diferencial se obtiene una ley exponencial que
liga a la riqueza con la utilidad.

Es curioso que la hipotesis de Bernouilli tiene una
relacion matematica muy estrecha con la ley fisiologi-
ca de Weber (1795/1878) y Fechner (1801-1887). La
ecuacion (3) y sus consecuencias son validas si se sus-
tituye el significado de las letras, U y R por el de las
nuevas letras S y E sensacion y estimulo

AS:k% (7

que es la expresion matematica de la ley de Weber-
Fechner, la cual ha sido experimentada en muchos
casos, como por ejemplo la sensacion S que siente una
persona al aumentar el peso E que ha de soportar con
la mano, o la sensacién S que siente una persona al
aumentar la iluminacion E de un local en cuyo interior
esta.

Las ecuaciones (3) y (7) un también las de la evo-
lucion de un capital en el tiempo, colocado al interés
compuesto.

En resumen la sensacion o la utilidad son variables
discretas que varian a saltos, aumentando de h en h,
son siempre un numero entero de unidades h. Para que
el incremento del estimulo o de la riqueza produzcan
un incremento de h en la sensacion o en la utilidad, es
preciso que el estimulo o la riqueza se incrementen en
una fraccion h/k de sus valores; cualquier incremento
menor no produce aumento de la sensacion o de la uti-
lidad.

Existen varias clases de sucesos aleatorios, entre
ellos estan los sucesos raros, son aquellos que tienen
una probabilidad p muy pequefia de realizarse, pero
que no lo es si se realiza un gran niimero n de pruebas
o ensayos, de modo que el limite del producto np,
cuando p tiende a cero y n a infinito, tiene un valor A;
entonces se realizan de acuerdo con una distribucion
de probabilidad. Tal es el caso de la distribucion de
Poisson, que se obtiene como el limite de una distribu-
cion de Bernoulli cuando la probabilidad p tiende a
cero y el exponente n de la misma (nimero de ensa-
yos) tiende a infinito, de modo que el limite del pro-
ducto np es finito. Tiene muchas aplicaciones.

Dos sucesos aleatorios E, y E, se dice que son inde-
pendientes, si la probabilidad de realizaciéon de uno
cualquiera de ellos es independiente de que se haya
realizado o no el otro. Para los dos sucesos E; y E, que
no son independientes la probabilidad de que se reali-
cen ambos P(E, NE,) es igual a la probabilidad de
que se realice uno de ellos P (E,) por la probabilidad
P(E,/E,) de que se realice E, habiéndose realizado E,.
La P(E,/E,) se llama probabilidad condicional y es un
concepto muy importante.

Me he ocupado de lo que he llamado casi probabi-
lidades, que es cuando no existen las probabilidades,
pero si existen las probabilidades condicionales, como
es el caso de un plano ilimitado donde no existe la pro-
babilidad de elegir un punto al azar dentro de un circu-
lo C,, pero si existe la probabilidad de elegir un punto
al azar dentro de un circulo C, sabiendo que el punto
esta dentro de un circulo C, que rodea al C,. La proba-
bilidad condicional de este tltimo caso es el cociente
de dividir el 4rea del circulo interior C, por la del cir-
culo exterior C,.

Asi como Daniel Bernouilli se adelant6 a su tiem-
po con la introduccion de la esperanza moral, también
Bayes (1702-1761) se adelanto al suyo, con el teorema
o principio que lleva su nombre, que da origen a las
probabilidades de las causas. Sobre este teorema se ha
polemizado y se han cometido muchos errores, por una
mala interpretacion del mismo. Vamos a dar un ejem-
plo: supongamos que tenemos tres urnas U;, U,, Us,
la primera con 1 bola blanca y 1 negra, la segunda con
2 blancas y 1 negra y la tercera con 2 blancas y 3
negras; se extrae al azar una bola que es blanca, sin
saber de que urna se ha extraido, el tratar de averiguar
la probabilidad de que haya sido extraida de una deter-
minada, por ejemplo la U, sin conocer a priori la pro-
babilidad de escoger cada una de las tres urnas, es
imposible, el problema no tiene solucion; a veces se ha
resuelto erroneamente el problema, atribuyendo la
misma probabilidad de eleccion a cada una de las tres
urnas y se ha calculado entonces la probabilidad pedi-
da por la formula que vamos a dar; pero esta solucion
es incorrecta, porque la hipotesis de equiprobabilidad
en la eleccion de las urnas carece de fundamento, es
gratuita. Sin embargo si se conocen las probabilidades
de eleccion P(U,), P(U,), P(U;) de las tres urnas,
entonces el problema si tiene solucion. Supongamos
que estas tres sean 1/2, 1/3 y 1/6, entonces si se puede
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calcular la probabilidad pedido P(U,1/B) que es una
probabilidad condicional, que vale:

P(U,)P(B/U,)

P(U,/B)= P(U)P(BJU,)+ P(U,)P(B/0,)+ PP BT ()

que en este caso particular vale:

1/2x1/2 0
axi2 41321625 O

P(U,/B)-=

Actualmente el teorema de Bayes o de las probabi-
lidades de las causas tiene una gran importancia, y asi
la Estadistica de nuestros dias se divide en Bayesiana
y no Bayesiana. En el ejemplo anterior la causa es la
urna escogida y el efecto la bola extraida.

He investigado por los métodos del analisis de
arboles, el caso mas general en que supongo que exis-
te una cadena de causas en vez de una sola, de modo
que hay una causa primera, cuyo efecto es una causa
segunda y asi sucesivamente hasta una causa ultima,
efecto de la anterior y cuyo efecto es la extraccion de
una bola. El ejemplo mas sencillo es aquel en el que
hay dos urnas, cada una de las cuales contiene dos
urnas y cada una de las cuales tiene una composicion
conocida de bolas blancas y negras. Para poder resol-
ver el problema hay que conocer las probabilidades a
priori de eleccion de las dos urnas primeras; las demaés
probabilidades son calculables y se disponen como las
ramas de un arbol.

En el Calculo de Probabilidades tiene mucho inte-
rés calcular limites inferiores de la probabilidad de rea-
lizacion de un suceso deseable y superiores cuando el
suceso es indeseable, por lo que es muy grande el
numero de esta clase de limites calculados matemati-
camente; se llaman desigualdades. Nos vamos a limi-
tar a una de ellas, la llamada de Tchebycheff por la
mayoria de los autores, y de Bienaymé-Tchebycheft
por otros, sobre todo los autores franceses.

Bienaymé (1796-1876) de vida muy agitada, expul-
sado de la Escuela Politécnica por Luis XVIII en 1816,
acusado de ser contrario a la monarquia, cesado como
Inspector de Hacienda, acusado de ser contrario a la
republica y de la Sorbona en 1851. Fue uno de los ini-
ciadores de las variables aleatorias, formul6 por prime-
ra vez esta desigualdad en 1853.

Tchebycheff (1821-1894) fue un matemdtico muy
importante por sus aportaciones a la Teoria de
Numeros, por los polinomios e integrales que llevan su
nombre; redescubrié y le dio mas generalidad a esta
desigualdad, que afirma que “la probabilidad de que el
valor absoluto de la diferencia entre una variable alea-
toria y su valor medio, sea mayor que el producto de la
raiz cuadrada de la varianza por un ntimero positivo t,
es menor o igual que 1/t*. Esta desigualdad es valida
para toda distribucion de probabilidad, cuya varianza
sea finita, y es muy importante para establecer criterios
de convergencia estocastica y para demostrar las leyes
de los grandes numeros.

Una de las consecuencias practicas mas importante
de esta desigualdad es que si las varianzas 0'12,...,
0,,... de una sucesion de variables aleatorias

¢,,....E,,... de valor medio nulo, converge a cero, enton-
ces también la sucesion de las £ converge a cero.

Entre las distintas clases de convergencia estocasti-
ca figuran como muy importantes la convergencia en
probabilidad y la convergencia casi cierta. La primera
se define asi, se dice que una sucesion de variables ale-
atorias ¢&,,...,&,,... converge en probabilidad a cero si

limProb(&,=0)=1 (10)

n—co

Se dice que una sucesion de variables aleatorias
&,....&e.., converge en probabilidad a una variable
aleatoria i, que eventualmente puede ser un niimero
cierto, si la sucesion &, — ,,...,&,— 1, converge en pro-
babilidad a cero.

La convergencia casi cierta se define asi la sucesion
de variables aleatorias &,...,&,,..., converge casi cierta-
mente a cero si

Prob (lim £ =o)=1 (11)

n—>

La sucesion de variables aleatorias &,....,&,,..., con-
verge casi ciertamente a la variable aleatoria y que
eventualmente puede ser un numero cierto si la suce-
sion &, — u,....E,— WL,... converge casi ciertamente a
cero.

La convergencia casi cierta es mas fuerte que la
convergencia en probabilidad o lo que es lo mismo



42 Dario Maravall Casesnoves

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 2007; 101

esta ultima es mas débil que la primera. Ser mas fuer-
te significa que si una sucesion converge casi cierta-
mente, también converge en probabilidad, es decir que
la (11) implica la (10). Ambas convergencias son muy
importantes para la demostracion de las leyes de los
grandes nimeros.

Se dice que una sucesion de variable aleatorias
&,eé .., del mismo valor medio m sigue la ley débil
de los grandes numeros, cuando la sucesion de las
medias aritméticas

51’51552’.__’ S, +5z;---+§n’ (12)

converge en probabilidad a su valor medio m, cuando
n tiende a infinito. Como dijimos anteriormente
Jacobo Bernoulli obtuvo este resultado para las varia-
bles aleatorias que siguen la distribucion de probabili-
dad que lleva su nombre, en particular en el juego de
cara y cruz de una moneda.

Si en la definicidn anterior se sustituye la conver-
gencia en probabilidad por la convergencia casi cierta,
entonces se dice que la sucesion de las & cumple la ley
fuerte de los grandes nimeros.

Obsérvese que la diferencia entre (10) y (11) esta
en que en la primera el limite estd antes que la proba-
bilidad, se trata del limite de una probabilidad y que en
(11) el limite esta detras de la probabilidad, se trata de
la probabilidad de un limite.

La diferencia esencial entre la convergencia en pro-
babilidad y la convergencia casi cierta, es que la pri-
mera la probabilidad de que &, — u sea inferior a cual-
quier numero por pequeflo que sea, se hace tan proxi-
ma a la unidad como se quiera, con tal de escoger n
suficientemente grande, que es lo que expresa la (10).
Por el contrario en la convergencia casi cierta la rique-
za de resultados es mayor, la probabilidad de que con-
juntamente todas las diferencias &,.,— 4 (p cualquier
numero natural), o lo que es lo mismo, la maxima de
estas diferencias, sean inferiores a cualquier nimeros
por pequefio que sea, se hace tan proxima a la unidad
como se quiera, con tal de escoger n suficientemente
grande, que es lo que expresa la (11). Es decir que la
probabilidad de que la sucesion de los valores particu-
lares de todas las & converja al de u es igual a la uni-
dad en cualquier experiencia o prueba a la que estan
asociadas las &.

Si nos fijamos en el juego de cara y cruz, en virtud
de la convergencia en probabilidad, la frecuencia del
numero de veces que sala cara difiere de 1/2 tan poco
como se quiera, con tal de echar un nimero n de veces
la moneda suficientemente grande. Mientras que en la
convergencia casi cierta, la sucesion de dichas fre-
cuencias (a medida que varia n) converge a 1/2 cuan-
do n tiende a infinito, lo que establece un lazo entre la
teoria de la frecuencia de Von Mises (1883-1953) y la
axiomadtica de la probabilidad que veremos mas ade-
lante.

Las dos convergencias estocasticas anteriores dan
valor practico a las probabilidades y contribuyen al
fundamento cientifico de los sondeos y muestreos
estadisticos. En mi libro “Calculo de Probabilidades y
Procesos Estocasticos” (edit. Paraninfo 1974) pueden
verse ejemplos de variables aleatorias que convergen
en probabilidad a otras, pero que no convergen casi
ciertamente.

Laplace (1749-1827) en 1812 publicoé su “Teoria
analitica de las Probabilidades” y en 1814 su “Ensayo
filos6fico de las Probabilidades™. El primero de estos
libros es una obra maestra que marca una época, desde
su aparicion se puede hablar en Probabilidades de
antes y después de Laplace, es un libro dificil por el
aparato matematico que emplea, es de gran altura cien-
tifica. El Ensayo estd escrito en forma muy clara y
didactica y no utiliza las matematicas.

La definicion de probabilidad de Laplace, que para
muchos casos practicos sigue teniendo valor, es la
siguiente: “La probabilidad es el cociente entre el
numero de casos favorables y el nimero de casos posi-
bles en la realizacion de un suceso”.

En realidad es el método que habian seguido los
matematicos anteriores a ¢él (Pascal, Fermat,
Bernouilli, De Moivre, Bayes, Buffon, etc.) y que se
sigue utilizando en muchos casos.

El nombre de probabilidad tiene apellidos y asi se
habla de probabilidades directas o a posteriori y de
probabilidades inversas o a priori. Las probabilidades
directas son las que pueden calcularse a partir de pro-
babilidades conocidas, cuando se trata de sucesos ale-
atorios que son el efecto de causas conocidas, como
por ejemplo la probabilidad del nimero de veces que
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sale caro cuando se echan n monedas; en estos proble-
mas se trata de prever el futuro. Las probabilidades
inversas o a posteriori son las ligadas al teorema de
Bayes, se trata de conocidos los efectos aleatorios cal-
cular las probabilidades de las causas que los han pro-
ducido, como en el caso antes explicado de la extrac-
cion de bolas de diversas urnas, que a su vez han sido
elegidas de acuerdo con probabilidades dadas a priori.

El juego de azar se llama equitativo y noble, si el
coste de cada partida es igual a la ganancia esperada.
Si dos jugadores A y B juegan una partida con proba-
bilidades p y q de ganarla (p+q = 1), sus apuestasay b
han de ser tales que las esperanzas matematicas de
ganancia de A y B sean iguales, estas son pb y qa,
luego las apuestas de cada uno han de ser proporciona-
les a sus probabilidades de ganar.

En los textos se comenta que si dos jugadores 1y 2
disponen de cantidades de dinero A y B distintas, si
juegan hasta la ruina de uno de ellos, el que tiene mas
dinero tiene mayor probabilidad de arruinar al otro,
por tanto tiene ventaja y el juego no es justo, pero no
es asi, porque el que tiene mas dinero arriesga mas en
el juego, porque si gana, gana menos que el otro, si es
éste el que gana, y si pierde, pierde mas que el otro si
es éste el que pierde.

De Moivre (1667-1754) fue un hugonote francés,
cuya familia huy6 de Francia a Inglaterra, cuando se
revocé el edicto de Nantes. Hizo importantes aporta-
ciones a las probabilidades, introdujo la ley normal o
de Gauss, como limite de la distribucion de Bernouilli.
La distribucion de probabilidad de Gauss es la més
importante de todas, su funcion de densidad de proba-
bilidad f(x) es:

f®= g (13)

que se representa en la figura 1

La ordenada y = f(x) por dx da la probabilidad de
que la variable aleatoria x esté comprendida entre x y
x+dx. La figura 2 representa la funcion de distribucion
de probabilidad, en la que la ordenada F(x) representa
la probabilidad de que x esté comprendida entre —o y
X.

El valor medio es cero, y G es la raiz cuadrada de la
varianza. La ordenada méaxima OA es inversamente
proporcional a G, y en la figura 3 se muestra que cuan-
do A esta mas alto sobre OX, la variable aleatoria esta
mas concentrada alrededor de su valor medio O, o lo
que es lo mismo que cuando estd mas baja, la variable
aleatoria estd mas dispersa. Las variables aleatorias
que siguen esta distribucion de probabilidad se llaman
normales y también gaussianas. Observese que la
curva de la figura 1 tiene forma de campana.

Se conocen como teoremas centrales del limite, los
que dan las condiciones que han de cumplir las varia-
bles aleatorias, cuya suma, cuando viene expresada
como medida estandarizada, y el nlimero de sumandos
tiende a infinito, tiende a la distribucion de Gauss.

Son muchos estos teoremas y muchos los matema-
ticos que han contribuido a ellos. El primero en el
orden cronolodgico, y aplicado a la distribuciéon de
Bernoulli, como ya hemos dicho es debido a De
Moivre y de forma més general se debe a Laplace que
no lo demostrdé de modo riguroso. Fué Liapounov en
1901 quien le dio una forma muy precisa y rigurosa.
Otras expresiones de este teorema son debidos a Levy
y Cramer, que lo enunciaron independientemente uno
de otro en 1925.

Lindeberg y Levy demostraron que si &,,....E,,...,
son variables aleatorias de valor medio nulo, varianza
finita y de la misma funcion de distribucion de proba-
bilidad, se cumple que el limite
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n—oo n

(14)

converge a la ley normal de valor medio nulo y varian-
za igual a la de los sumandos aleatorios.

Los teoremas del limite central son la causa de que
en la Ciencia, la Técnica y la Naturaleza tenga tanta
importancia la ley normal, y que bajo condiciones muy
generales la suma de variables aleatorias iguales e
independientes, dividida por la raiz cuadrada del
numero n de sumandos, tienda a comportarse asintoti-
camente como una variable normal. Concretamente los
errores en las medidas fisicas, tienden a distribuirse
segun la ley normal alrededor de cero, y cuanto menor
es su varianza, mayor es la precision en las medidas.

Las variables aleatorias para las que son validos los
teoremas anteriores, se dice que pertenecen al dominio
de atraccion de la ley normal. Sin embargo existen
otras variables aleatorias, cuyas sumas (14) dividida
por otra potencia de n, no pertenecen al dominio de
atraccion de la ley normal sino al de otras leyes, llama-
das estables. Si en (14) se sustituye la raiz cuadrada de
n por n, y la expresion converge lo hace a la distribu-
cion de Cauchy, y si se sustituye por n”, si converge lo
hace a la distribucioén de Levy. Puede verse mi anteci-
tado libro “Calculo de Probabilidades y Procesos esto-
casticos”.

Un ejemplo de distribucion de probabilidad, cuyo
teorema central del limite conduce a la distribucion de
Levy es el nimero de lanzamientos necesarios para
conseguir un empate en el juego de cara y cruz. Otro
ejemplo investigado y desarrollado por mi es la evolu-
cion de una poblacion fisica o bioldgica en un proceso
de natalidad y mortalidad, cuando éstas tienen la
misma probabilidad, es decir son iguales en un instan-
te dado la probabilidad de nacimiento que de muerte
de un individuo.

Cauchy en 1853 en los “Comptes rendus” de la
Academia de Ciencias de Paris introdujo el concepto
de funcidn caracteristica ¢(¢), intimamente ligado a la
funcion de distribucion de probabilidad F(x) que ha
mostrado ser uno de los métodos mas fecundos en el
estudio de las convergencias estocasticas, de las leyes
de los grandes numeros y de los teoremas centrales del
limite. Levy dio una nueva definicion de la funcién

caracteristica como la esperanza matematica de lo
exponencial ¢™ y la utilizé para estudiar las distribu-
ciones de probabilidad estables y que no pertenecen al
dominio de atraccion de la ley normal.

Ya he utilizado (véase mi libro antecitado) la fun-
cion caracteristica para estudiar el producto y el
cociente de variables aleatorias independientes o no,
con lo que se encuentran propiedades de las funciones
trascendentes superiores. Estas operaciones con varia-
bles aleatorias presentan diferencias con el caso de
variables ciertas y asi por ejemplo el producto de una
variable aleatoria por una suma de variables aleatorias
no es distributivo, propiedad rara, porque desde los
tiempos de Hamilton (1805-1865) se conocen objetos
matematicos para los que la multiplicacién no es con-
mutativa (el orden de factores altera el producto),
como es el caso de los cuaternios y de las matrices,
pero son raros los objetos matematicos, para los que la
multiplicacion no es distributiva.

El primer problema de probabilidades geométricas
lo formul6 Buffon (1707-1788), que consiste en calcu-
lar la probabilidad de que al echar al azar una aguja de
longitud ¢ sobre un papel lleno de rectas paralelas

equidistantes a distancia d (d>¢) unas de otras, la
aguja corte a una raya) esta probabilidad vale 2 1/md.

Siglos mas tarde, durante la segunda guerra mun-
dial, la resolucion de este problema fue el inicio del
método de Monte Carlo, muy usado en Calculo
Numérico, basado en la obtencion, usando las probabi-
lidades, del valor de integrales, de la solucion de siste-
mas de ecuaciones diferenciales, determinacion de
puntos extremales, etc. El problema de la aguja de
Buffon se puede usar para calcular el valor de & a par-
tir del cociente entre el nimero de veces que se echa la
aguja y el nimero de veces que corta la aguja a una
raya.

Lo problemas sobre probabilidades geométricas
experimentaron un gran aumento en el siglo XIX;
entre ellos figura el de Cesaro, que consiste en calcu-
lar la probabilidad de que una conica sea elipse o
hipérbola escogiendo al azar tres de los seis coeficien-
tes de la ecuacion de una conica, técnicamente los que
componen su A;; que son los que determinan si la
conica es elipse o hipérbola. Naturalmente la probabi-
lidad de que la conica sea parabola vale cero.
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Laplace generalizé el problema de Buffon.
Poincaré¢ introdujo el concepto de medida cinematica y
especialmente Crofton destacé mucho en este campo.
Blaschke (1885-1962) elevo esta disciplina a la cate-
goria de una ciencia nueva que llam6é Geometria
Integral, que durante el siglo XX alcanz6 un gran
esplendor. Dos anécdotas de Blaschke: Rey Pastor le
preguntd porque habia escogido el nombre de
Geometria Integral y le contestd que no sabia como
llamarla y como tenia que ponerle un nombre, le puso
ese porque habian muchos integrales. Cuando
Hazidakis le present6 en Atenas, le llamo el creador de
la Geometria Integral, y le replico que el creador habia
sido su compatriota Arquimedes.

Bertrand (1822-1900) aparte de sus trabajos sobre
Geometria y Teoria de Numeros, hizo importantes
aportaciones a las Probabilidades y en su libro sobre
esta materia planted varias paradojas que en su época
causaron sensacion entre los matematicos. La mas
conocida es la de averiguar la probabilidad de que al
trazar una cuerda en un circulo al azar, sea de longitud
mayor que el lado del triangulo equilatero inscrito.
Segun que se fije la cuerda por su direccion, por uno
de los dos puntos en que corta a la circunferencia, o
por su punto medio, se obtienen tres soluciones distin-
tas que valen respectivamente 1/2, 1/3 y 1/4. La para-
doja consiste en que un mismo problema admite tres
solucione distintas y los matematicos se plantearon
cual era la correcta de estas tres soluciones.

Mucho y muy dispar se escribio sobre este tema,
sin haber consenso. A mi me parece que esta pregunta
no tiene sentido, porque es necesario agregar a la pre-
gunta la correcta con relacion a que hipotesis o leyes,
porque segun sean éstos, la solucion correcta sera dis-
tinta. En los tres casos el azar actua segin un mecanis-
mo distinto, por tanto no se trata de un problema sino
de tres problemas distintos con tres soluciones distin-
tas. He aqui, a mi juicio, como pueden proyectarse las
experiencias, o lo que es lo mismo como actua el azar
en cada uno de los tres casos. En el primero dejando
constante la direccion de la cuerda, la comprobacion
experimental seria: echar una moneda circular sobre
un papel rayado, siendo la distancia entre paralelas
consecutivas igual al didmetro de la moneda. En el
segundo problema dejando constante uno de los dos
punto de interseccion de la cuerda y la circunferencia,
la comprobacion experimental seria sujetar una varilla

(la cuerda) de longitud superior al diametro de la cir-
cunferencia, por uno de sus extremos a un punto cual-
quiera de la circunferencia dibujada en un papel y
dejando caer al azar sobre el papel. En el tener proble-
ma fijando la cuerda para su punto medio, la compro-
bacion experimental seria escoger al azar un punto en
el interior de la circunferencia dibujada en un papel y
trazar la cuerda perpendicular a la recta que une el cita-
do punto con el centro de la circunferencia.

Hay que tener en cuenta que la naturaleza no puede
dar la respuesta a una pregunta mal hecha. Lo primero
que hay que hacer en Célculo de Probabilidades, como
en cualquier otra ciencia experimental es saber pregun-
tar a la realidad.

Bertrand plante6 otras muchas paradojas interesan-
tes todas ellas, de algunas de las cuales me he ocupa-
do en mis libros “Filosofia de las Matematicas” y
“Célculo de Probabilidades y Procesos Estocasticos”.

La Teoria de las Probabilidades tardé6 mucho tiem-
po en formular una Axiomatica consensuada; hubo a
fines del XIX a pesar del gran desarrollo que habia
alcanzado esta Teoria, mucho confusionismo sobre
importantes cuestiones de esta Ciencia. En relacion
con las leyes de los grandes nlimeros y de los teoremas
centrales del limite, se decia mitad en broma y mitad
en serio que eran las verdades cientificas mas firmes,
porque los matematicos creian que eran fendomenos
fisicos bien comprobados y los fisicos creeran que eran
teoremas matematicos correctamente demostrados.

Von Mises (1883-1953) naci6 en Lemberg (hoy
Lvov) en la Polonia que formaba parte de Austria-
Hungria, vivio en Berlin hasta 1933 en que se exilio a
los Estados Unidos, por la llegada al poder de Hitler, a
pesar de haber sido aviador en la primera guerra mun-
dial. Hizo importantes aportaciones a las Matematicas
y a la Fisica, y en lo que nos ocupa, fue el primero en
intentar una axiomatizaciéon de las probabilidades y
aunque no lo logrod, su ensayo ha sido muy importan-
te. La definicion de Von Mises de la probabilidad, aun-
que no es rigurosa es suficiente desde un punto de
vista practico, su definicion es: “La probabilidad es el
valor limite de la frecuencia relativa del numero de
realizaciones de un suceso cuando el numero de expe-
riencias tiende a infinito”. Lo anterior permite definir
la probabilidad condicional como “el cociente de divi-
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dir la frecuencia con que ocurren simultaneamente dos
sucesos por la frecuencia con que ocurren uno de ellos,
cuando el nimero de experiencias tiende a infinito”.
Esto tuvo lugar en 1919, Von Mises es el fundador de
la teoria frecuentista de la probabilidad, toméd como
modelo la Mecanica Racional, es decir parte de la rea-
lidad para poder extraer de la misma el conocido con-
cepto de frecuencia, lo idealiza, admitiendo que toma
un valor limite, cuando el nimero de experiencias tien-
de a infinito. Su teoria estd expuesta en su libro
“Probabilidad, Estadistica y Verdad” que alcanzo
varias ediciones, escrito sin recurrir al simbolismo
matemadtico. Mas elevado es su libro “Calculo de
Probabilidades y sus Aplicaciones a la Estadistica y a
la Fisica Teorica” de 1931.

Kolmogorov (1903-1987), es uno de los matemati-
cos mas importantes de nuestro tiempo y quien ha des-
arrollado la Axiomatica mas satisfactoria y completa
de las Probabilidades en su libro escrito en aleman
“Ideas fundamentales del Calculo de Probabilidades”
en 1933, de lo que es una anticipacion su libro “Teoria
general de la medida y de las probabilidades™ de 1929.
El tratamiento que da a esta importante cuestién es
muy complicado, requiere un gran conocimiento de la
teoria de conjuntos y de la teoria de la medida, asi
como de las c-algebras, llamadas por algunos autores
algebras de sucesos de Borel.

La nueva clase de variable aleatorias que he llama-
do fractales, a las que he aludido antes y sobre las que
volveré no siguen la axiomatica de Kolmogorov.

Existe también una escuela partidaria de la proba-
bilidad subjetiva a la que pertenecen Keynes (Tratado
de Probabilidad 1921) y Jeffreys (La Inferencia
Cientifica 1931).

Para dar fin a este aspecto, sefialar¢ que Harald
Cramer (1893-1985) sueco, en su libro “Métodos
Matematicos de la Estadistica” de 1945, establece una
fundamentaciéon rigurosa de la Estadistica basada
sobre el Calculo de Probabilidades. Dedica las cien
primeras paginas del libro a las Teorias de Conjuntos,
Teoria de la Medida, integrales de Lebesgue, de
Stieltjes-Lebesgue y de Fourier.

Markov (1856-1922), fue alumno de Tchebycheff
(los nombres rusos termminados en v en espaiiol, a

veces se terminan en dos f); después de hacer impor-
tantes aportaciones en otras ramas de las Matematicas,
inici6 en 1906 sus trabajos de probabilidades. Se le
puede considerar como el creador de los procesos esto-
casticos. Introdujo las cadenas y el proceso estocastico
que llevan su nombre.

Sea un sistema S que en instantes sucesivos 0, 1,
2,..n,... se encuentra en uno cualquiera de los m esta-
dos E, , ..., E;, de modo que la probabilidad a;; de que
se encuentre en el instante n en el estado E;, encontran-
dose en el instante n-1 en el E;, es independiente de n,
es un cadena de Markov. Los a; forman una matriz
estocastica M, en la que la suma de todos los elemen-
tos de una fila vale 1. La cadena se puede resolver si se
da el vector inicial de las probabilidades de los estados
de S en el instante cero, que eventualmente puede estar
en uno cualquiera de los m citados.

Si el tiempo en vez de ser una variable discreta es
una variable continua, la cadena de Markov es un pro-
ceso estocastico de Markov, que se caracteriza (asi
como las cadenas) porque la distribucion de probabili-
dad en el futuro depende solamente del presente; el
pasado no influye.

Los procesos estocasticos en general son la evolu-
cion de una distribucion de probabilidad en el tiempo.
Se llaman estacionarios si las causas de las variaciones
son independientes del tiempo, los cuales fueron intro-
ducidos por Khintchine (1894-1950) y en ellos el valor
medio y la varianza con constantes y finitos y la fun-
cion de correlacion en dos instantes t; y t,, depende
solo de t;-t,

Un concepto muy importante que ha pasado de la
Estadistica a otras materias, es el de los errores de tipo
Iy de tipo 11, introducidos por Neyman y Pearson en la
teoria del contraste de hipotesis. Un error de tipo I es
cuando una hipotesis estadistica es rechazada siendo
verdadera y de tipo II si es aceptada siendo falsa. En la
teoria del Riesgo un error de tipo I es cuando es un
error para el riesgo del productor y del tipo II cuando
es un error para el riesgo del consumidor. En la teoria
de la Fiabilidad un error del tipo I es cuando un siste-
ma (una alarma) no funciona cuando debe funcionar y
del tipo II cuando funciona no debiendo funcionar. Por
mi cuenta he opinado que los referées y los comité edi-
toriales de una revista cientifica cometen un error de
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tipo I al rechazar un articulo bueno y un error de tipo
II al aceptar un articulo malo.

Neyman y Pearson pertenecen al grupo de los fun-
dadores de la estadistica matematica moderna que usa
como herramienta matematica el Calculo de
Probabilidades. Neyman (1894-1981) fue un ruso que
cuando la revolucion se fue a Polonia donde trabajo en
la Universidad de Varsovia, después emigro a
Inglaterra donde trabajo6 en la Universidad de Londres,
y por ultimo emigroé a los Estados Unidos donde traba-
jo en la Universidad de Berkeley. Pearson (1895-
1980), aparte de su colaboracion con Neyman en la
teoria de la estimacion y de la comprobacion de las
hipoétesis estadisticas, hizo importantes aportaciones a
las teorias del control de la calidad y de la investiga-
cion operativa, nacidas en el siglo XX. Su padre Karl
(1875-1936) junto a Galton (1822-1911) fueron pione-
ros de la estadistica matematica y de la biometria.

La hipotesis ergodica, los teoremas ergodicos y la
teoria ergodica estan muy relacionadas entre si y han
invadido muchas areas de las Matematicas puras y
aplicadas, asi como de la Fisica tedrica. La hipotesis
ergodica fué formulada por Maxwell (1831-1879) en
la teoria cinética de los gases, en la mezcla de liquidos
y en los fendmenos de difusion, afirma que cualquiera
que sea la distribucion inicial de las particulas, al final
se reparten uniformemente. En la teoria ergodica se
sustituyen las medidas instantaneas realizadas por los
Fisicos experimentales por valores medios que pueden
obtenerse en las diferentes posiciones que ocupa una
particula a lo largo del tiempo, o por las que correspon-
den en un instante dado a un gran namero de particu-
las y lo que afirma el teorema ergddico es que ambos
valores medios son iguales.

En los afios veinte del siglo pasado, nace una nueva
rama de las Probabilidades, que es la teoria de los jue-
gos de estrategia, en los que interviene también la
habilidad del jugador; tiene un desarrollo muy rapido
y en los afios cuarenta y cincuenta se puso muy de
moda. En 1928 Von Neumann (1903-1957) publicé un
articulo que inicia en grande esta teoria, en €l figura un
célebre teorema del minimax, y en 1944 Von Neumann
y Morgenstern (1902-1977) su libro “Teoria de juegos
y comportamiento econdémico” revolucion6 la
Economia. Borel (1872-1956) en 1921 habia sefialado
la importancia que en problemas econdémicos, milita-

res y en general en las actividades humanas tienen esta
clase de juegos e inicid el estudio de los mismos;
segin Borel, con anterioridad a él, solo Bertrand en su
Célculo de Probabilidades habia tratado un problema
en el juego de bacarra; en 1938 Borel public6 un libro
sobre este tema. En 1953, Frechet publico en
Econométrica una nota en la que daba cuenta de los
trabajos de Borel en forma muy elogiosa, y sefialando
la anterioridad de los mismos respecto a los de Von
Neumann; en 1955 volvio a insistir sobre lo mismo en
su libro “Las Matematicas y lo concreto”, en el mismo
numero de la revista Econometrica, Von Neumann
publicé una réplica a la nota de Fréchet.

Relacionada con los juegos de estrategia estd la
Teoria de la Decision en la que Wald en 1939 introdu-
jo el principio del mimimax, que expresa que el crite-
rio seguido en la toma de decisiones, es que el riesgo
de tomar una decisioén equivocada sea minimo. En la
moderna teoria de la Decision se llama solucion de
Bayes a una funcion de decision estadistica que mini-
mice el riesgo medio relativo a una distribucién de
probabilidad. Se suele llamar postulado de Bayes, que
es muy discutible, a que cuando en un problema de
probabilidades de causas, no existe informacion sobre
cuales son las probabilidades a priori, y se desconocen
cuales son sus valores, se adopte por principio el pos-
tulado de que todas las causas tienen la misma proba-
bilidad.

Los juegos de que se ocupaba Von Neumann se lla-
man cooperativos, pero existen otros no cooperativos,
relacionados con el problema de la negociacion, en los
que el fundamento es un teorema de John Nash (naci-
do en 1928). Este personaje es muy interesante, porque
muy joven en 1950, sorprendio al mundo cientifico
con su tesis doctoral en Princeton y su primera publi-
cacion, seguidas de unas pocas publicaciones mas en
los afios cincuenta sobre los juegos no cooperativos,
que le valieron el premio Nobel en Economia en 1994,
cincuentenario del libro antecitado de Von Neumann y
Morgenstern. Lo obtuvo conjuntamente con Hansanyi
(htingaro) que habia trabajado sobre juegos con infor-
macion incompleta y con Selten (aleman) que habia
trabajado sobre la manera de distinguir los resultados
razonables de los irrazonables en los juegos.

En los afios cincuenta Nash descubri6 algunos teo-
remas muy dificiles y avanzados sobre variedades
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algebraicas reales, y sobre inmersiones de variedades
riemamianas en espacios euclideos de mayor numero
de dimensiones. Estos logros sorprendieron al mundo
matemadtico y no hubiera sido extrafio que dada su
juventud se le hubiera concedido la medalla Field;
pero no se le concedio.

La vida de Nash fue muy tragica, su época activa
vino a ser de una década, de 1948 a 1958, en que cayo
gravemente enfermo, enfermedad que durd hasta fina-
les de los afios ochenta, salvo unos pocos afios a fina-
les de los sesenta, en que también realizo algunos tra-
bajos mas. Su vida ha sido llevada al cine en la pelicu-
la “Una mente prodigiosa”.

Ademas de Nash existen otros dos grandes cientifi-
cos contemporaneos nuestros, que realizaron una gran-
disima labor estando gravemente enfermos o invali-
dos. Son Pontriagine (1908-1988) ruso ciego, profesor
en la Universidad de Mosct y en el Instituto Steklov
que hizo grandes aportaciones a los procesos de opti-
mizacion, la topologia y los grupos topolédgicos. El
otro es Hawking (nacido en 1942) titular de la catedra
Lucasiana de Matemadticas de la Universidad de
Cambridge, que ocupd antes Newton, autor de dos
bestseller cientificos. “La Historia del tiempo” y “El
Universo en una céscara de nuez”, algunos han llega-
do a compararle con Einstein.

La Mecanica Racional es la ciencia que con el
empleo del método matematico estudia el equilibrio y
el movimiento de los puntos y sistemas materiales oca-
sionados por las fuerzas, de modo que la causa son las
fuerzas y el equilibrio o el movimiento el efecto. Fue
iniciada por Galileo (1564-1642) desde un punto de
vista moderno y establecido de modo riguroso y unifi-
cado por Newton (1643-1727) en sus “Principia”
(1687). Durante el siglo XVIII se avanz6 mucho en el
conocimiento de la misma, por obra de muchos sabios
entre los que figura de manera sobresaliente. Euler
(1707-1783) matematico muy prolifico. Lagrange
(1736-1818) publicod su “Mecanica Analitica” (1788)
que constituye un tratado tedrico ya moderno y com-
pleto, en el que desarrolld las ecuaciones que llevan su
nombre, con lo que se comienza la “mecanizacion” o
“automatizacion” de la solucion de los problemas de la
Mecénica. Laplace en 1812 publica su “Mecanica
celeste” en la que aplica los nuevos métodos de la
Mecénica al estudio del movimiento de los planetas y

satélites del sistema solar. Hamilton (1805-1865)
obtiene unas nuevas ecuaciones que llevan su nombre,
que dan Ia solucién de los problemas de la Mecanica.
Desde entonces se dice que existen tres enfoques de
esta Ciencia que son el newtoniano el lagrangiano y el
hamiltoniano. Jacobi (1804-1851) con su célebre ecua-
cion culmina la obra que hace que la Mecanica puede
considerarse a partir de entonces como un capitulo del
Analisis Matematico. Hasta este momento Mecanica y
Probabilidades siguen caminos distintos, sin interfe-
rencias; para saber Mecédnica no hace falta saber
Probabiliddes, aunque en algunos casos como Laplace,
nos encontramos con un cientifico que sabe muchisi-
mo de ambas materias, pero ese caso es una excepcion.

En la segunda mitad del siglo XIX, Maxwell (1831-
1879) Boltzmann (1844-1906) y Gibbs (1839-1903)
fundan una nueva ciencia: la Mecanica Estadistica en
la que se conjugan las leyes de la Mecanica y las de las
Probabilidades. Como dijimos antes los dos primeros
establecieron la hipotesis ergddica. Se aplica a los sis-
temas con un nimero enorme de particulas, billones de
millones en el caso de un cm® de un gas en condicio-
nes normales de presién y de temperatura. Maxwell
obtuvo la distribucion de probabilidad de las velocida-
des de las moléculas de un gas, con lo que hace dar un
paso de gigante a la Teoria cinética de los gases.

Clausius (1822-1888) definidé en 1865 una nueva
magnitud fisica la Entropia, muy importante en
Termodinamica y que habia usado antes de definirla.
La define por su diferencial

_do
ds == (15)

donde S es la entropia, Q la cantidad de calor y T la
temperatura absoluta.

Boltzmann en 1875, mas tarde definio la entropia
mediante las probabilidades

S=klogW (16)

donde k es la constante que lleva su nombre y W lo que
¢l llamo la probabilidad termodinamcia. Vamos a
explicar lo que hizo Boltzmann. Todo sistema formado
por un gran nimero de particulas, estd definido por su
energia total y por la naturaleza de sus particulas. Cada
una de las particulas esta representada por un punto en
el espacio de las fases, este punto viene dado por las
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coordenadas de su posicion (tres) y por los componen-
tes de su velocidad (tres). Este espacio esta dividido en
dominios de la misma extension, y todas las particulas
de un mismo dominio tienen la misma energia, estos
son los microestados. Todos los microestados que tie-
nen la misma energia forman un macroestado, enton-
ces el cociente entre el numero de microestados que
forman un macroestado y el numero total de microes-
tados del sistema es su probabilidad termodinamica,
Boltzmann calculé las probabilidades termodinamicas
y a partir de ellas se calculan las funciones de la
Termodinamica.

Los macroestados pueden ser observados los
microestados no, pero se les puede manejar tedrica-
mente y hacer calculos con ellos. A partir de entonces
las Teorias del Calor y de la Termodinamica se pueden
desarrollar bajo dos puntos de vista: el fenomenologi-
co que corresponde a los macroestados y sus magnitu-
des, y el estadistico basado en una concepcion atomis-
tica y en los microestados no observables. Para seguir
este segundo camino si hace falta que los Fisicos sepan
probabilidades.

A principios del siglo XX entra en crisis la Fisica
Clasica y surge la Mecanica Cuantica, y con ella vuel-
ven a entrar las probabilidades en la Fisica, y ésta cam-
bia de ser determinista a ser indeterminista; de nuevo
los Fisicos van a necesitar saber probabilidades.
Vamos a aclarar lo anterior: la nueva Mecanica
Cuantica admite varias interpretaciones, la mas acepta-
da es la de Copenhague, seglin la misma sus postula-
dos se pueden resumir brevemente de la siguiente
manera:

a) La informacion sobre una particula en un punto
dado y en un instante dado, esta contenida en su
funcién de onda.

b) La funcién de onda es la solucion de una
ecuacion de ondas.

¢) La informacion que se puede obtener en una
experiencia es probabilista.

d) Es imposible medir exactamente dos magni-
tudes conjugadas (posiciéon y momento). Son las
relaciones de incertidumbre de Heisenberg.

¢) Toda medida realizada cambia la funcion de
onda.

f) La evolucion de la funcion de onda entre dos
medidas esta bien determinada.

De modo que por © hay probabilidad en las
medidas efectuadas y por (f) hay determinismo en la
evolucion de la funcidon de onda entre dos medidas.

El apartado © nos indica que solo se puede calcular
la probabilidad de encontrar la particula en un punto
dado y en un instante dado (principio de localizacion);
y solo se pueden calcular las probabilidades de las que
las magnitudes mecanicas (como el momento) tengan
un valor (principio de la descomposicion espectral).

Al apartado (e) se le conoce con el nombre de
reduccion o contraccion del paquete de ondas.

Al nacer la Mecanica Cuantica se le plantea a los
cientificos lo que pudiéramos llamar una “regla de tres
cientifica”; hay que encontrar una Mecdnica Estadis-
tica Cudntica que sea a la Mecanica Cuantica, lo que la
Mecanica Estadistica clésica es a la Mecanica clasica.

La solucidon de esta “regla de tres cientifica” no es
una, sino doble porque hay dos Mecanicas Estadisticas
Cuénticas que son la de Bose-Einstein y la de Fermi-
Dirac; ello es debido a que al rehacer el calculo de las
probabilidades termodinamicas, hay que hacerlo sobre
nuevas bases.

En la Mecanica Estadistica Clasica, el enorme
numero de particulas que integran un sistema, son dis-
tinguibles entre si, se les puede numerar, poner un
nombre y seguirlas en su evolucion, aunque sea con el
pensamiento.

En las Mecanicas Estadisticas Cuanticas, las
particulas de un sistema no pueden distinguirse unas
de otras (principio de indiscernibilidad). Este principio
rige para todas las particulas.

Hay un segundo principio, el de exclusion debido a
Pauli (1900-1958) que solo rige para ciertas particulas
(los fermiones) segun el cual dos particulas iguales no
pueden tener todos sus nimeros cudnticos iguales.

En resumen en la Mecanica Estadistica clasica no
rige ninguno de los principios anteriores. En la
Mecénica Estadistica cuantica para los basones solo
rige el primer principio, es la de Bose-Einstein, y para
los fermiones rigen los dos principios es la de Fermi-
Dirac.
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Un movimiento aleatorio importante, en el que se
conjugan las leyes de la Mecanica clésica y las de las
probabilidades, es el movimiento browniano, en el que
lo que evoluciona en el tiempo es una densidad de
probabilidad y no una funcién de onda como en la
Mecanica cuéntica. La evolucion estd regida por una
ecuaciéon como la de propagacion del calor y la den-
sidad de probabilidad es la de la ley de Gauss (ley
normal) como la (13) en la que la varianza o” crece li-
nealmente con el tiempo.

El movimiento browniano fue observado por
primera vez en 1827 por Brown (1773-1858) como un
movimiento aleatorio de granos de polen suspendidos
en el agua; en general es el de particulas s6lidas muy
finas en suspension en un liquido. En 1908 el duque
Mauricio de Broglie (1875-1960), hermano del premio
Nobel Luis fundador de la Mecanica ondulatoria,
observd este movimiento en particulas solidas muy
finas en suspension en un gas. Perrin (1870-1942)
obtuvo el premio Nobel, entre otros trabajos por sus
experiencias sobre el movimiento browniano el cual
ha sido considerado como una de las pruebas indi-
rectas mas importantes de la existencia de las
moléculas y con ello contribuy6 al triunfo final del
atomismo sobre la energética en Fisica, a principios
del siglo XX. En la explicacion teodrica del mismo es
fundamental un articulo de Einstein de 1905. Cuando
se descubrio no se sabia a que era debido y hoy se sabe
que es debido a la agitacion térmica de los moléculas
del liquido o gas, que colisionan con las particulas
solidas en suspension.

En un libro “Lineas de investigacion en los pro-
cesos estocasticos y el movimiento browniano”
editado en 1975 por el Instituto de Espafia. Me he
ocupado del movimiento browniano generalizado y de
otros temas relacionados como los paseos al azar, y la
adicion, proyeccion y teoremas centrales del limite de
vectores aleatorios iso6tropos en los espacios euclideos
de cualquier nimero de dimensiones y en el espacio de
Hilbert.

En resumen he intentado escribir una breve
exposicion de lo que han sido y son las Matematicas
del azar, desde los comienzos modestos del Calculo de
Probabilidades en los siglos XV y XVI, su elevacion a
la categoria de Ciencia en el XVII, su desarrollado
acelerado en los XVIII y XIX sobre todo en este

ultimo, hasta su gran esplendor en el XX, en el que se
consigue ya su axiomatizacion rigurosa y se amplia
enormemente su campo como Ciencia pura y aplicada.
La Estadistica Matemadtica basada en el Calculo de
Probabilidades se inicia a fines del XIX y en el XX
obtiene un gran desarrollo. También en el siglo XX
nacen nuevas ciencias muy relacionadas con las proba-
bilidades, que antes eran desconocidas, como son el
Control de Calidad, la Investigacion Operativa y la
Teoria de la Fiabilidad.

Las Matematicas del azar entran de lleno en la
Fisica a fines del siglo XIX con la Mecdanica
Estadistica clasica, y en el XX con la Mecanica
Cuantica, las Mecanicas Estadisticas Cuanticas, el
Movimiento Browniano y lo procesos estocasticos de
la radiactividad, la radiaciéon césmica y la Fisica
Nuclear adquieren una gran importancia las probabili-
dades.

También en el siglo XX nace una nueva Ciencia
relacionada con las probabilidades que es la Teoria de
la Informacion que introduce una nueva Entropia con
un parecido a la antigua de la Fisica del XIX que se
mide en unas nuevas unidades los bits.

El azar en la Economia entra en el siglo XX con la
moderna teoria de los juegos de estrategia.

En la Biologia a fines del XIX se inicia la
Biometria y se enuncian las leyes de la herencia de
Mendel (1822-1884) que se expresan en lenguaje
probabilista. En el XX Ila penetracion de las
Matematicas del azar es muy profunda en muchas
partes de la Biologia, que se hallan ya enormemente
matematizadas; en los procesos estocasticos de
natalidad, mortalidad, inmigracion, propagacion de
enfermedades (curaciones y contagio), en la Genética
cuantitativa, la seleccion natural y la lucha por la exis-
tencia, la Ecologia, etc.; en general lo que constituye la
moderna Dinamica de Poblaciones.

Para concluir quiero destacar un hecho que me
parece curioso e interesante y que no he visto refer-
encias del mismo en muchos textos que he consultado.
Es el siguiente: en 1900 en el 2° Congreso Interna-
cional de Matematicas de Paris, Hilbert quizas el
matematico mas importante de su €poca, pronuncioé
una conferencia de mas de treinta paginas en el que
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enunciaba y analizaba una lista de 23 problemas
abiertos de las Matematicas, que ¢l y otros muchos
cientificos estuvieron de acuerdo con ¢él, considerd
esenciales. Con posterioridad algunos de estos prob-
lemas han sido resueltos total o parcialmente, positiva
o negativamente, y siempre las soluciones obtenidas se
consideraron logros muy importantes de las
Matematicas. Si se lee la lista de los 23 problemas en
ninguno se hace referencia explicita a las
Probabilidades. Es claro que ya entonces era esencial
la axiomatizacién de las mismas, por lo que extraia la
falta de mencién explicita de este problema. El
problema sexto es “;se pueden matematizar los
axiomas de la Fisica?”’; con posterioridad se han
axiomatizado algunas partes de la Fisica. Al analizar
este sexto problema se hace mencidon de pasada a las
Probabilidades. A mi me parece que Hilbert deberia de
haber agregado un problema n° 24 que fuese “axioma-
tizar las Probabilidades”, lo que conseguiria
Kolmogorov en los afios 1929 4 1933, aunque como ya
he dicho antes las que he llamado variables aleatorias
fractales escapan a la axiomatica de Kolmogorov.

Para el lector especializado que esté interesado por
los aspectos matematicos incluyo unas notas entre-
sacadas de mis investigaciones publicadas y algunas
aln inéditas. Su lectura no es necesaria.

Notas 1.

TEOREMA DEL LIMITE DE UNA
VARIABLE ALEATORIA CUYA
PROBABILIDAD DE VALER INFINITO NO
ES NULA

Sea una variable aleatorio (v.a) &, cuya proba-
bilidad de valer infinito es ¢, y de ser una v.a. de
funcion caracteristica (fc) @ (t) 1-c. Sea &, una v.a.
cuya probabilidad de valer infinito es ¢, y de ser una
v.a. de fco(t) es 1— ¢, entonces la suma de las dos v.a.
€ y &, tiene la probabilidad (1-c) (1-c,) de ser una v.a.
de fc(p(t)2 y la complementaria 1-(1-c)(1-c,) de valer
infinito.

Si &,,..,&,, son v.a. que tienen las probabilidades
Cy,..-,C, de valor infinito y las probabilidades de ser
v.a. de feo(t)1-c,,...,1-c,, entonces la v.a. 1:

&+t
=2 M

supuestas las & independientes tiene la probabilidades
(I-¢)..(-c,) ()

de tener la fc

ofL) )

n

y la probabilidad complementaria
1-(I-¢)..(l-c,)=a 4)

de valer infinito.

Si ahora hacemos tender n a infinito y es conver-
gente el producto infinito

M (1-c,) (5)

entonces la v.a. 1 tiene la probabilidad (5) de con-
verger en probabilidad al valor medio m de n(t) y la
probabilidad complementaria de valer infinito; si
pertenecen la & al dominio de atraccion de la ley
normal.

Si las &,,...,&, son de valor medio nulo, entonces la
va.

&+ +E, 6
x——\/; (6)

cuando n tiende a infinito, tiene la probabilidad (5) de
ser una v.a. normal (gaussiana) de varianza igual a § y
valor medio nulo, y la probabilidad complementaria de
valer infinito.

Nota 2.

LA LEY DE LOS SUCESOS ALEATORIOS
RAROS. GENERALIZACION DE LA LEY
DE POISSON

La distribucion de Poisson resulta de la distribucion
de Bernoulli cuando la probabilidad de realizacion de
un suceso tiende a cero y el numero de pruebas, tiende
a infinito, de modo que el producto de la anterior pro-
babilidad por el nimero de pruebas, tiene un limite.
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La distribucion de Poisson se conoce también como
ley de los sucesos raros. Vamos a obtener una nueva
distribucidon de probabilidad que la generaliza y que
podemos calificar de ley de los sucesos aleatorios
raros, se distingue de la de Poisson porque ésta es una
ley de los sucesos ciertos raros.

Sea una v.a. que tiene una probabilidad A muy
proxima a 1 de valer cero y la probabilidad comple-
mentaria 1-A de ser una v.a. de fco(t). La fcO,(¢) de &
es:

6,()=1-A+Ap()=1+A(p()-1) (1)

La suma de n ¢,, &, ,...,§, de fc(1) e independi-
entes tiene la fcO,(¢):

0,(t)=(1+2A(p(t)-1)) )

Si hacemos tender A a cero y n a infinito de modo
que

limAn=a 3)

n—oo

entonces €s

900 (t): limen (t):ea((p(t)_l] (4)

Si la comparamos con la de Poisson de fc

w()=eC" (5)
observamos que (4) resulta de hacer en (5) la susti-
tucion:

e > o) (6)

en la que ¢” es la fc del niimero cierto 1y ¢(t) la fc de
una v.a.; de aqui las denominaciones que proponemos
de llamar leyes de los sucesos raros ciertos y de los
sucesos raros aleatorios a (5) y a (4). La (5) es un caso
particular de la (4).

Se tiene que

o :4%] ™)

que muestra que la v.a. de fc (4) es la suma de un
numero aleatorio de fc(5) de v.a. independientes & de

fc ¢(t) con el convenio de que si el numero de
sumandos es cero, la suma vale cero. El problema de la
adicion de v.a. en nimero aleatorio la obtuve en los
afios cincuenta.

Notas 3.

EL MOVIMIENTO BROWNIANO
CONSECUENCIA DE UN TEOREMA
CENTRAL DEL LIMITE. UN EXTRANO
MOVIMIENTO EN EL QUE EL MOVIL NO
CAMBIA NUNCA DE POSICION

Un vector aleatorio isotropo es un vector cuyo
moédulo es una v.a. de funcion de densidad de proba-
bilidad o de frecuencia (ff) f(r) siendo r el médulo del
vector (que puede ser constantes) y cuya direccion esta
repartida uniformemente al azar. Puede estar en un
espacio euclideo de p dimensiones E,

En memorias publicadas en la Revista de la Real
Academia de Ciencias en los afios cincuenta, plante¢ y
resolvi las ecuaciones integrales que ligan entre si su
ff: f, (r) y la fc@, (2) de la proyeccion del vector sobre
un subespacio euclideo E, de E;, (q£p), que puede ser
una recta E,. Estas ecuaciones permiten calcular una
de las @ () o f, (r), conocida la otra.

Ello me ha permitido resolver el problema de la
adicion de n vectores aleatorios isotropos de E,, calcu-
lando la @,(z) de la proyeccion del vector sobre la
recta E; y a continuacion calcular la f, (r) que corres-
ponde a la @, (2)". De ello se sigue que la proyeccion
de un movimiento browniano de E, sobre E; es
también un movimiento browniano, y que todo
movimiento browniano sobre E; es la proyeccion
sobre E; de un movimiento browniano sobre E,,.

Si un punto se mueve sobre una recta R; dando un
paso de longitud 1 hacia la derecha o la izquierda con la
misma probabilidad 1/2, su desplazamiento es una v.a.
de fc:

q)(z):i ei2’+e’i21)= coszl=l—%+... (D

Si da n pasos en la unidad de tiempo, la fc de un
desplazamiento en el tiempo t es:
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®,(z)=(coszl )m )

si ahora hacemos tender | a cero y n a infinito de modo
que

limnl*> = o> 3)

n—>00

entonces
lim (cos z/ )m —e o “4)

que es la fc de una v.a. gaussiana (normal) de valor
medio cero y varianza 6’t; es un movimiento brow-
niano.

El camino recorrido en la recta E; en el tiempo t es
nlt que es infinito por (3). De modo que el movil tiene
una velocidad infinita y en cualquier intervalo de
tiempo t, recorre un camino infinito, pero su desplaza-
miento sobre la recta R, es una v.a. gaussiana finita de
varianza 6°t. El valor medio del desplazamiento es

2
o\ (5)

Los caminos recorridos hacia la derecha y la
izquierda son infinitos pero su diferencia (el desplaza-
miento real) es finito.

Si en vez de cumplirse la (3) se cumple la:

limnl=m (6)

n—co

entonces €s

lime, (z)' =1 )
el movil por (7) no se desplaza durante todo el
movimiento, cualquiera que sea el tiempo trans-
currido, a pesar de que en un tiempo t tiene una
velocidad m, y recorre un camino mt, debido a que la
mitad del camino lo recorre a la derecha y la otra mitad
a la izquierda, cualquiera que sea el valor de t; y hay
infinitos cambios de sentido en el movimiento durante
el tiempo t, se obtiene un extrafio movimiento
aleatorio en que el movil estd constantemente en
movimiento nunca cambia de posicion, esta aparente-
mente en reposo, pero sin embargo se mueve.

Recordando los versos de un famoso poeta espafiol
Machado “Caminante no hay camino, se haces camino

al andar® en este extrafio movimiento podriamos decir
“Caminante no haces camino aunque no paras de
andar”. Parece una paradoja no desplazarse de su
posicion inicial y sin embargo moverse.

Si el movil se mueve en E,, dando n pasos de lon-
gitud | en la unidad de tiempos, repartidos uniforme-
mente al azar sus direcciones, si se cumple la (3)
también se obtiene un movimiento browniano.

Se obtiene también un movimiento browniano si se
sustituye la (1) y la (2) por la

R lz 414 n
(mpnzb_%f+&%_+J ®)

cuando 1 tiende a cero y n a infinito cumpliéndose la

2).

Notas 4.

VARIABLES ALEATORIAS CONJUGADAS.
UNA RELACION DE INCERTIDUMBRE
FUERTE

En esta nota vamos a exponer un caso particular de
una teoria general que hemos desarrollado para v.a.
cualesquiera, aunque no pertenezcan al dominio de
atraccion de la ley normal. Nos vamos a limitar a v.a.
gaussianas (normales).

Sea fi(x,) la ff de una v.a. normal &, de valor
medionulo y varianza (512. La férmula (1), que es una
transformada de Fourier:

Vi) == emfnem O

define una funcidn f,(x,) que es la ff de una v.a. normal
€, de valor medio 0 y varianza 022 porque:

1 i 407 @)
fi (xl) - 011/2 (27'[ )1/4 e

con lo que (1) se escribe:

e—xlz/4612

B cy]1/2
fz (xz) - (2n)l/4 _E Glﬂ

e i""“dxl =
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20 2 *7‘1/4 oj IAA 20 2 Do
( o 1/4 r \/_G 2r Idel (( 1)1/4 . (3)

y de aqui
fi()= Tt @
\N2m

que es una v.a. normal de valor medio nulo y varianza
2
o,

o; = 4é2 =00,=1/2 (5)

1

La (5) es una relacion de incertidumbre que lla-
mamos fuerte porque se expresa por una igualdad, a
diferencia de las relaciones de incertidumbre de
Heisenberg que se expresan por desigualdades y por
eso las llamamos débiles.

A&, y &, les llamamos v.a. conjugadas y gozan de
la propiedad de que cuando mayor es la varianza de
una, menor es la varianza de la otra, de modo que si G,
vale infinito (o cero) entonces G, vale cero (o infinito)
que implica que si &, es una v.a. repartida uniforme-
mente al azar sobre una recta (o es el niimero cierto
cero) a &, le sucede lo contrario y viceversa.

A una v.a. &, no solo le corresponde una v.a. con-
jugada, porque si en (1) efectuamos la sustitucion

fi(n) =™ (x) (6)

siendo a un numero real cualquiera, entonces el primer
miembro de (1) valer

\/fz(xz_a) (7

y &, es una v.a. gaussiana (normal) de valor medio a y
varianza G,°. Por lo que en el parrafo anterior a la (6)
se puede sustituir “el numero cierto cero” en el parén-
tesis con “el numero cierto a”, Obsérvese que

e[ =1,) ®)

como la (1) es invertible el papel de fi(x;) y f5(x,) es
simétrico.

En la altima (5) si las dimensiones de 0, y 6, son d;
y d,, la dimension de 1/2 es la del producto d,d,. Por

ejemplo si las dimensiones de 0, y 0, son L, la de 1/2
es L% y si la de o, es una longitud (L) y la de &, un
momento (cantidad de movimiento) MLT, la de 1/2
es ML®T que son las de una accidn (energia por
tiempo).

Los resultados de las notas, 3% 4* y 5% como ya lo
dijimos en la 3* son generalizables a v.a. de cualquier
numero de dimensiones.

Notas 5.

EL MOVIMIENTO ANTIBROWNIANO Y
EL PRINCIPIO ANTIERGODICO.
FENOMENOS DE DIFUSION Y DE
CONCENTRACION CONJUGADOS

Sea &, (t) una v.a. normal de valor medio cero y
varianza O'lzt,t es el tiempo. Su ff'y su fc son:

N1 Pl _ o2
at - s’ t
fi (x ) o \/H O (Z ) (H

La ff esta representada en al figura 4, 1a ordenada es
la primera (1)

Ay

A;

O X
Figura 4

Cuando t=0, la v.a. §(t) vale cero, y cando t=
es una v.a. repartida uniformemente al azar. En los
instantes t;<t,<t;<t, las ordenadas maximas de f;(x,t)
son A, A,, A; y As. Amedida que decrece el tiempo la
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curva de la figura 4 se va aplastando sobre el eje OX.
La f|(x;t) gobierna la propagacion del calor en una
barra, la densidad de probabilidad en el movimiento
browniano, y en general un fenomeno de difusion.

Si filmasemos una pelicula de la evolucion en el
tiempo de f; (x,t) y luego la pasasemos al revés que es
a lo que equivale cambiar de signo el tiempo, entonces
en los instantes t, — t;, t; — t,, t, — t; la curva se iria le-
vantando desde la posicion A, a la A| pasando por A;y
A, hasta A, se iria aplastando sobre el eje OY.

Por lo visto en la nota 4* la v.a. &, de ff'y fc:

ﬂ (x’t): %%e_XZl/2G§;¢2 (Z,t) = 3_02222/21 (2)

y también la ff igual a f, (x-a, t), siendo a un numero
cualquiera, son v.a. conjugadas de la (2) si se cumple
la:

(o
61\/;T; =00,= % 3)

vese nota 4%

Ay

Aq

O X
Figura 5

En la figura 5 se ha representado la f,(x,t). Para
t= o, &,(t) estd repartida uniformemente al azar. En
los instantes t;<t,<t;<t, se va aplastando sobre el eje
OY, hasta ser §,(0) para t =0, igual a cero.

Esta funcion f, (x,t) gobierna un fendmeno de con-
centracion que llamamos conjugado del fenomeno de
difusion de la figura (4). Por lo dicho después de la (2),

la curva de la figura (5) se puede trasladar paralela-
mente a OX en el plano XOY, de modo que el origen
de coordenadas sea cualquier punto de ordenada cero y
abscisa a cualesquiera. En estos fendémenos de concen-
tracion rige un principio antiergodico, segun el cual
cualquiera que sea la distribucion inicial (t=0) de f,
(x,t), finalmente la & , (t) converge a un niimero cierto
a.

La rapidez de convergencia en el principio ergddico
es tanto mayor cuanto mayor sea 0, y en el principio
antiergddico cuando menor sea o, en virtud de (3).

Para pasar de (1) a (2) hay que cambiar t por 1/t o lo
que es lo mismo In t por Inl/t= — 1/t, hay que hacer
una inversion logaritmica del tiempo.

Notas 6.

FRACTALES FiSICOS Y MATEMATICOS.
EXTENSION A LOS FRACTALES DE LAS
PROBABILIDADES, LA DERIVACION, LA
INTEGRACION, LA MECANICA Y LAS
ECUACIONES DIFERENCIALES

En 1988 en un articulo publicado en la Revista de la
Real Academia de Ciencias publiqué mis primeras
investigaciones sobre las fractales, del que una parte
estd recogida en mi Diccionario de Matematica
Moderna (3* edicion de 1994 en la editorial Ra-Ma).
En ¢l defini un fractal fisico para el que propuse el
nombre de barra de Cantor, con un momento de inercia
y una masa finitos y no nulos, el cual se puede con-
siderar como el primer ejemplo de péndulo fractal, de
longitud nula, formado por un conjunto discontinuo de
puntos materiales, con la potencia del continuo. Se
describe el proceso de formacion del fractal por una
sucesion infinita de estados intermedios, cuya masa
permanece la misma, mientras que su longitud tiende a
cero; el limite de este proceso de fractalizacion es el
fractal. Sefialaba que se podrian obtener otros fractales
fisicos a partir de fractales geométricos conocidos. No
tienen representacion en la Mecénica clasica, pero se
les pueden aplicar las leyes de la Mecanica. Introducia
en ellos las probabilidades, definia funciones fractales
y la manera de extender a ellas la integracion.
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En el 2003 conclui un libro todavia inédito de algo
mas de 250 paginas en ocho capitulos, titulado “Teoria
Fisico-Matematica de los Fractales” donde retno mis
investigaciones, que resumo a continuacion.

En la Mecanica clasica existen dos clases de puntos
materiales, los que representan particulas o corpus-
culos que son puntos geométricos dotados de masa
finita y densidad infinita. Los otros puntos son los que
constituyen los solidos y los sistemas materiales, son
puntos materiales sin masa, ni volumen, pero con den-
sidad finita para todo el conjunto.

Por el contrario los fractales mecénicos o fisicos,
estan formados por puntos geométricos, contenidos en
un volumen finito, pero con volumen total nulo, es
materia que no ocupa lugar en el espacio, pero su masa
es nula y su densidad infinita, de modo que el conjunto
de puntos que forman el fractal, que tiene la potencia
del continuo, si tiene masa. Si existen en la naturaleza
tendrian propiedades extrafias, porque estarian
sometidas a la ley de la gravitacion universal. Si
existen, en la mente del matematico, como le sucede a
la geometria de n dimensiones.

Al estar dotados de masa, centro de gravedad y
momento de inercia, las ecuaciones de la Mecanica del
solido le son aplicables, a las barras, placas y solidos
fractales. La generalizacion mas sencilla es la de los
péndulos fractales. Al existir ruedas (placas circulares)
fractales y esferas fractales (capitulo 5 y 7) las
propiedades de los movimientos de rodadura se
extienden también a los fractales. El resumen del libro
es el siguiente:

En el Capitulo 1 se extiende el Célculo de Probabi-
lidades, la Geometria de Masas y la Integracion a los
fractales numéricos definidos sobre los sistemas de
numeracion de base cualquiera, los fractales geomé-
tricos sobre un segmento, y los fractales fisicos que
hemos denominado barras fractales. Definimos un
nuevo tipo de integrales que llamamos integrales rami-
ficadas, que resultan de la integracion sobre un arbol
en vez de sobre un segmento o un arco de curva.
Extendemos la integracion a los conjuntos de medida
nula, en los que las integrales son nulas pero el
cociente de dos integrales tiene un valor definido.
Calculamos los centros de gravedad y los momentos
de inercia de las barras fractales.

En el capitulo 2, definimos la que hemos llamado
ley de probabilidad de los sucesos aleatorios raros que
generaliza la ley de Poisson que se refiere a sucesos
raros ciertos. Investigamos las variables aleatorias que
tienen probabilidad no nula de valer infinito y damos
la forma que toma el teorema central del limite para las
mismas. Obtenemos representaciones de funciones
trascendentes mediante productos infinitos conver-
gentes, y también la expresion de variables aleatorias
mediante sumas infinitas de variables aleatorias dis-
cretas en progresion geométrica decreciente. Expone-
mos los arboles de abscisas, probabilidades y masas, y
definimos las integrales simples ramificadas sobre los
mismos.

El capitulo 3, trata de los temas anteriores, pero con
dos dimensiones; de la teoria de los fractales geomé-
tricos y fisicos sobre un cuadrado (las placas).
Calculamos la funcion caracteristica de un punto
repartido uniformemente al azar sobre varios ejemplo
de estos fractales, entre ellos el polvo de Cantor sobre
un cuadrado y la carpeta de Sierpinski. Estudiamos las
que hemos llamado placas de Cantor y de Sierspinski.
Definimos los arboles dobles de coordenadas y los
integrales dobles, ramificadas sobre los mismos.
Introducimos los pseudofractales, como conjuntos que
se obtienen por procesos de fractalizacion como los
fractales, pero que tienen dimension entera en vez de
fraccionaria. Extendemos la teoria a fractales fisicos
no homogéneos y a variables aleatorias no repartidas
uniformemente al azar sobre fractales geométricos.
Resolvemos los problemas relativos a distribuciones
de probabilidad marginales.

El capitulo 4 extiende las investigaciones de los
tres capitulos anteriores al espacio de tres dimensiones
primero, y al de cualquier nimero de dimensiones.
Definimos los solidos fractales, entre los que figuran
los que hemos llamado de Cantor y de Sierpinski, que
son los fractales fisicos sobre el polvo de Cantor en un
cubo y sobre la esponja de Sierpinski. Extendemos
esta teoria a los espacios de cualquier numero de
dimensiones. Obtenemos la representacion de fun-
ciones trascendentes mediante productos infinitos con-
vergentes. En este caso las integrales ramificadas son
triples y multiples.

Hemos propuesto llamar cifras binales, temales,
cuaternales y en general pales, a las cifras a la derecha
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de la coma en los sistemas de numeracion de bases 2,
3,4 y p en general que generalizan los decimales.

El capitulo 5 comienza con un método nuevo para
calcular la funcioén caracteristica de un punto repartido
uniformemente al azar sobre un tridngulo irésceles o
equilatero, y su aplicacion a la Geometria de Masas. A
continuacion se extiende el Calculo de Probabilidades,
la Integracion y la Geometria de Masas a los fractales
sobre los triangulos isdsceles y equilateros y a los
estados intermedios en el proceso de fractalizacion. Se
extiende este estudio a los tridangulos rectangulos y a
los triangulos en general. Se aplican los resultados
anteriores a poligonos regulares y al circulo como
limite de un poligono regular inscrito o circunscrito,
cuando el numero de lados tiende a infinito. Se
introduce el concepto de fractales de segunda clase
como limites de fractales ordinarios, a los que lla-
mamos de primera clase; la rueda fractal es un ejemplo
de segunda clase. También se introduce el concepto de
fractales equivalentes.

El capitulo 6 extiende estas investigaciones a
tetraedros y en particular al tetraedro regular y al
tetraedro cuya base es un tridngulo equilatero y el
vértice con sus tres aristas es un tiedro trirrectangular.
A continuaciéon se investigan los fractales sobre el
octaedro regular. Se extienden estas investigaciones a
los politopos (poliedros en p dimensiones) que hemos
llamado p+1-edros, 2 -edros y 2p-edros (hipercubos)
que generalizan el tetraedro el octaedro y el cubo en el
espacio euclideo de p dimensiones. Se investiga con
mucha amplitud la geometria y la Geometria de Masas
de estos politopos en p dimensiones. Esta Gltima parte
es muy complicada.

El capitulo 7 estd dedicado a la Geometria de
cualquier nimero de dimensiones p, al Calculo de
Probabilidades, la Integracion y la Geometria de
Masas asociadas. Se hace un estudio exhaustivo de los
politopos anteriores y se investigan fractales sobre
hiperesferas de cualquier nimero de dimensiones.

En el capitulo 8 como los fractales fisicos tienen
masa, centro de gravedad (cdg) y momentos de inercia,
y también frontera geométrica, se pueden extender a
ellos las leyes de la Dinamica del solido. El ejemplo
mas sencilla es el del péndulo fisico fractal, en el que
se sustituye la barra ordinaria maciza por una barra
fractal, por ejemplo la barra de Cantor (capitulo 1).

Se analizan las variaciones de energia y los posibles
movimientos espontdneos en un proceso de fractali-
zacion de un so6lido; proceso que puede ser reversible y
transformar un fractal en un sélido.

Nos preguntamos si existen fractales fisicos en la
naturaleza o si se pueden producir en el laboratorio, en
cuyo caso existiria una fuerza o interaccion entre los
puntos del fractal que los mantiene confinados en su
frontera.

Se introduce el calculo de cocientes, de integrales
de Riemann sobre volimenes nulos en un fractal y de
integrales de Lebesgue en un conjunto de medida nula.
Se utilizan estas propiedades para calcular la funcion
de densidad de probabilidad en un fractal, que vale
infinito, salvo a lo sumo en un namero finito de
puntos, lo que les hace inmanejables, pero sin embargo
las funciones caracteristicas existen, son finitas y
manejables.

Se analizan las profundas diferencias entre las v.a.
ordinarias del Calculo de Probabilidades y estas
nuevas v.a. fractales que son completamente distintas.
Las probabilidades fractales no cumplen la axiomatica
de Kolmogorov, sino otra distinta que describimos.

También se extiende la derivacion a los fractales, y
como anteriormente se habia extendido la integracion,
quedan definidas las ecuaciones diferenciales sobre un
fractal. Resolvemos la més sencilla:

D
P)=ir ) (1)

donde el primer miembro es la derivada fractal. La
funcion exponencial es la mas sencilla del conjunto de
soluciones de la (11) que son distintas para fractales
distintos.

En el 9 del capitulo 8 se explica como la materia
puede filtrarse a través de los fractales fisicos.
Notas 7.

LA AXIOMATICA DE LAS
PROBABILIDADES FRACTALES

Las probabilidades fractales no siguen la
axiomatica de Kolmogorov, sino otra distinta como
dijimos en la nota 5%
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En el proceso de fractalizacion en el que E es el
estado inicial E,,...,E,,..., los estados intermedios y

Eps-
E_ el fractal; E, es un espacio de probabilidad
definido por la terna: E,, A, P, (a,) donde A, es una
tribu de partes de E, (subalgebra de sucesos) cuyos
elementos son los sucesos y entre ellos figura
E,,...E,,...;P, (a,) es la probabilidad de un suceso
a,€A,. Las probabilidades son las aplicaciones de A,

en el intervalo [0,1].

Los estados intermedios E,....E,,..., son espacios
de probabilidad, el E, se define por la terna:E,, A,, P,,
donde n es cualquier numero entero. La terna se define
de la siguiente manera: E, es el conjunto E,, A, es la
tribu de E, formada por las intersecciones de los ele-
mentos de A, con E,, que denotamos por

A"l = AO m E"l
' ‘ )
de modo que a, es la interseccion de a, con E. La
probabilidad P, (a, ) vale:

p—

. _ ~o\"n/. —
ane An’Rz (an)_ a, =4, mEn

R (E,) @)

Se cumple que:
limP (E,)=0=1limP,(a,)=0
n—oo (3)
porque las medidas de a, y de E, tienden a cero,
cuando n tiende a infinito. La (2) es una expresion

indeterminada de la forma 0/0 y si tiene un valor ver-
dadero (levantando la indeterminacion) entonces

limP (a,)=P_(a.)#0
lim P, (4,)= . a.) "
ylaternaE_, A, P_, define un espacio de proba-

bilidad, donde A es la tribu 4,NE_ y P, esigual a
4.

Esta axiomatica es la que cumple la v.a. fractal
definida al final de la nota 6%,
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