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Esta conferencia es un breve resumen de la historia
de la evolucion de los conceptos de espacio y tiempo,
desde los comienzos de la Ciencia hasta nuestros dias.

El final de esta historia es que el espacio y el
tiempo pierden su independencia y se funden en un
solo ente que es el espacio-tiempo.

Nuestras ideas sobre el espacio y el tiempo han
experimentado un cambio radical y revolucionario con
el nacimiento de la Teoria de la Relatividad de Einstein
a principios del siglo XX. Las nuevas ideas estan
deshumanizadas y alejadas de nuestras sensaciones,
estan impregnadas de un tinte surrealista y se vuelven
mas dificiles. Es preciso recurrir a una modificacion de
la palabra entender para que nos resulten mas inteli-
gibles.

El espacio y el tiempo clasicos son mas parecidos a
lo que nos sugiere la percepcion sensible, responden al
viejo esquema del espacio caja, como contenedor de la
materia, en cuyo seno se mueve, y del hombre que vive
en él.

El tiempo clasico responde al esquema del tiempo
rio, que fluye siempre en el mismo sentido, sin retro-
ceder nunca, durante su transcurso se desenvuelve el
movimiento de la materia, y la vida del hombre.

El espacio clasico es homogéneo, continuo,
indefinidamente divisible, fisicamente inactivo, inde-
pendiente del tiempo y de la materia; tiene tres dimen-
siones. El hecho de suponerlo infinito dio origen en el

siglo XIX a la paradoja de Olbers segun la cual no
puede existir la noche. La solucion de esta paradoja la
dio el universo finito y curvo de Einstein.

Al espacio clasico se le llama euclideo porque se le
puede aplicar la geometria de Euclides; que hasta el
siglo XIX se creyo que era la tnica posible. Dos cuali-
dades muy importantes de este espacio es que puede
expandirse y contraerse sin cambiar de forma ni salirse
del mismo, cosa que no le sucede, por ejemplo, a una
superficie esférica. La otra cualidad es su isotopia, que
consiste en que el espacio es visto de la misma manera
cualquiera que sea la posicion del observador en el
espacio.

El tiempo clasico es homogéneo, uniforme, con-
tinuo ¢ indefinidamente divisible, independiente del
espacio, de la materia y del movimiento, tiene una
dimension. A diferencia del espacio, esta orientado,
tiene flecha, siempre avanza desde el pasado hasta el
futuro pasando por el presente, que siempre es un
instante fugaz; nunca retrocede.

Antes de que naciera la Teoria de la Relatividad,
desde que se descubrio la radiactividad, aparecié un
tiempo microscopico aleatorio, que es el intervalo de
tiempo entre las desintegraciones de dos atomos ra-
diactivos. Pero macroscopicamente reaparece la cer-
tidumbre del tiempo, debido a un proceso matematico
llamado convergencia en probabilidad, y asi la desinte-
gracion de la mitad de un cuerpo radiactivo, no tarda
un intervalo de tiempo aleatorio sino cierto, o mas
exactamente es la suma de un tiempo cierto y de un
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tiempo aleatorio infinitesimal, practicamente igual a
cero.

En mi libro A (véase bibliografia) dedico un
capitulo a la teoria de los procesos estocasticos de la
radiactividad en donde se exponen algunos resultados
que he obtenido en esta materia, en espacial en el caso
de mezcla de cuerpos radiactivos y de la desinte-
graciéon de una serie radiactiva. Alli exponemos y
comparamos las teorias probabilista y determinista.
Explicamos los procesos estocasticos con condiciones
iniciales aleatorias, mucho mas complejos que
aquellos en los que las condiciones iniciales son
ciertas. También exponemos los resultados que obtuve
de que la diferencia entre el tiempo que tarda en desin-
tegrarse un nimero infinito de atomos radiactivos y su
valor medio (ambos infinitos) es una forma indeter-
minada oo —oo, cuyo valor verdadero es una variable
aleatoria finita, que calculamos. Demostramos que los
valores medios en el calculo probabilistica son iguales
a los valores obtenidos en el tratamiento determinista.

A lo largo de la Historia se han producido revolu-
ciones culturales y cientificas, y crisis de la Ciencia.
Una crisis cientifica consiste en la ruptura de unos
esquemas conceptuales (paradigmas) que durante
periodos bastante largos de tiempo son universalmente
aceptados y sirven durante este tiempo para la
adquisicion de nuevos conocimientos y la resolucion
de los problemas. La ruptura se produce cuando el
resultado de un descubrimiento cientifico o de un
experimento estd en contradiccion con los esquemas
conceptuales vigentes, y es entonces cuando la
Ciencia en cuestion entra en crisis. La salida de la
crisis se produce cuando se establecen nuevos
esquemas conceptuales, que sustituyen a los antiguos
y que estan de acuerdo tanto con los conocimientos
cientificos antiguos como con los nuevos, entonces se
dice que se ha producido y resuelto una crisis cien-
tifica. También creo que se puede considerar la revo-
luciéon cientifica como la accién acumulativa de
cambios en la cantidad de conocimientos cientificos
que llegan a producir un cambio en la calidad del
conocimiento, de acuerdo con la tercera ley dialéctica
de los saltos. Esta ley mas que al materialismo
dialéctico de Marx, corresponde a su continuacién con
la doctrina llamada marxismo leninismo.

Una revolucion cientifica no es exactamente lo
mismo que una revolucion cultural, pero tiene muchos

puntos de contacto. Seguramente la primera revo-
luciéon cultural tuvo lugar en el neolitico, unos 4000
afios a.d.C., cuando el hombre se transforma de
cazador y pescador en agricultor y ganadero, y con-
siguid asi su dominio sobre el habitat en que vivia.
Otra revolucion cultural importante tuvo lugar en
Mileto en el siglo VII a.d.C., cuando comienzan las
Matematicas y la Filosofia griegas con Tales. Los
griegos han influido sobre nuestra Ciencia, principal-
mente con su Filosofia y su Geometria. Las doctrinas
filosoficas que mas han influido sobre nosotros son las
de Platon (427-347), Aristoteles (384-322), los ato-
mistas (Leucipo, Democrito y Epicuro) y los
pitagodricos. Tres grandes legados cientificos nos han
dejado los griegos, uno falso y otros dos verdaderos,
que han durado siglos y que son: La Fisica y la Logica
de Aristételes y la Geometria de Euclides. La logica
aristotélica, que sigue siendo verdadera, ha reinado
casi sin rival hasta la segunda mitad del siglo XIX, en
que comienza el desarrollo de la l6gica matematica,
que origina en el siglo XX el gran florecimiento de las
logicas no aristotélicas. La geometria de Euclides
(siglo III a.d.C.), sigue siendo verdadera, y reinando
sin rival hasta comienzos del siglo XIX, en que surge
la primera geometria no euclidea con Bolyai (1802-
1860) y Lobatschewski (1792-1856), y a partir de ahi
se sigue con la geometria no euclidea de Riemann
(1826-1866) en la segunda mitad del siglo XIX, y el
espectacular desarrollo de las geometrias no euclideas
del siglo XX.

La Fisica aristotélica es falsa y dura hasta el siglo
XVII en que Galileo pone fin a su reinado, porque con
¢l llega el final de la Fisica aristotélica y el comienzo
de una nueva Fisica, que consolidara Newton, y dura
hasta el siglo XX en que la Teoria de la Relatividad y
la Mecanica Cuantica ponen fin a la Fisica clasica ini-
ciada por Galileo y Newton, y dan comienzo a una
nueva Fisica. No obstante, asi como la Fisica aris-
totélica es falsa, la Fisica clasica sigue siendo ver-
dadera en un ambito de aplicacion muy grande, y
solamente una parte de los fendmenos fisicos (muy
importantes y vada vez en mayor niimero) escapan a
su control y tienen que ser estudiados y resueltos por
los métodos de la Mecanica cuantica y de la Teoria de
la Relatividad. En la segunda mitad del siglo XX
nacen la Electrodinamica y la Cromodinamica Cuan-
tica, prolongacion de la Mecéanica Cuantica, que entre
otras cosas explican las dos nuevas fuerzas o interac-
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ciones débil y fuerte que se afiaden a las dos unicas
conocidas hasta entonces que eran la gravitatoria y la
electromagnética. Surge también en nuestros dias la
Fisica de las particulas elementales y la moderna
Cosmologia, para el estudio de lo infinitamente
pequefio y lo infinitamente grande.

Entre Tales y Euclides transcurren unos cuatro
siglos y entre ellos viven importantes matematicos
griegos que fueron incrementando el volumen del
saber geométrico. entre ellos descuella como un
gigante Pitdgoras que se cree que vivid entre los afios
570 y 480 a.d.C. Pitagoras descubrio el teorema que
lleva su nombre de que “el cuadrado de la hipotenusa
de un triangulo rectangulo es igual a la suma de los
cuadrados de los dos catetos”, que es de una gran
importancia. Muchos siglos después, con el des-
cubrimiento del calculo diferencial, los gedmetras lo
extendieron a los tridngulos infinitesimales, lo que les
permitio calcular la distancia entre dos puntos infinita-
mente proximos del espacio en cualquier sistema de
coordenadas o de una superficie, es el o diferencial de
las distancias. El es la base de la geometria diferencial
euclidea y de los espacios riemannianos y no rieman-
nianos modernos. He extendido el teorema de
Pitagoras a los triangulos imaginarios, lo que me ha
permitido desarrollar una trigonometria de los mismos
(véase notas); en ellos se da la particularidad de que la
hipotenusa (imaginaria) sea menor que un cateto real.
También en I, K y P (bibliografia) he mostrado la
necesidad de modificar el teorema de Pitagoras en las
geometrias no euclideas (eliptica e hiperbdlica) en uno
de sus modelos geométricos.

Los griegos llamaban segmentos conmensurables a
los segmentos de longitudes a y b, tales que existen
dos numeros enteros m y n para los que na=mb y
llamaban a m/n el cociente a/b. Al principio creyeron
que todo par de segmentos eran conmensurables, pero
como consecuencia del teorema de Pitagoras se dieron
cuenta de que existian pares de segmentos que no
tenian esa propiedad y a estos segmentos les llamaron
inconmensurables. Aplicando el teorema de Pitdgoras
obtuvieron que la diagonal del cuadrado es igual al
lado multiplicado por /2. Su demostracion de que V2
no es igual al cociente de dos enteros es la que se
utiliza hoy en dia. Al cociente de dos niimeros enteros
le llamamos nimero racional y a V2 le llamamos irra-
cional. El conjunto de los nlimeros racionales e irra-
cionales le llamamos hoy de los niimeros reales. Los

numeros irracionales se dividen en algebraicos y trans-
cendentes, los primeros son las raices de una ecuacion
algebraica, como V2 que es solucion de la ecuacion:

x'=2 (1)

y a los irracionales que no son algebraicos son los
numeros transcendentes, como es el caso de 7 que es el
cociente de dividir la longitud de la circunferencia por
la del diametro, que era conocido por los griegos.
Estos conocian y manejaban bien todos los niimeros
racionales, pero de los irracionales solo conocian
algunos ejemplos como 7'y las raices cuadradas de los
numeros enteros que se pueden calcular por la apli-
cacion repetida del teorema de Pitagoras.

La teoria correcta del numero real no se conoce
hasta la segunda mitad del siglo XIX, y es debida a
Dedekind y a Cantor. Por esta razon hoy se consideran
defectuosas algunas de las demostraciones de Eucli-
des, entre ellas la primera, la que utiliza para la cons-
truccion de un triangulo equilatero, en la que admite
sin demostracion que dos circunferencias de igual
radio e igual éste a la distancia entre sus centros se
cortan en dos puntos; aunque la vision de la figura nos
muestra que asi nos lo parece, nada prueba que existan
tales puntos, porque al no conocerse la teoria del
numero real, las circunferencias pueden tener “agu-
jeros”. Hubo que esperar a poseer una teoria correcta
del nimero real para poder demostrar la proposiciéon
de Euclides sin tener que contemplar la figura, solo por
via deductiva.

Arquitas que vivi6 aproximadamente entre los afios
430y 345, perteneciente a la escuela pitagoérica, utilizo
mecanismos y por tanto la Mecanica para la adquisi-
cioén de nuevos conocimientos geométricos; considerd
que una curva podia ser generada por el movimiento
de un punto, y una superficie por el movimiento de una
curva. Por ello fue criticado por Platon y Aristoteles,
pero sin embargo tuvo un gran mérito, es el pionero de
la disciplina que muchos siglos después se llamo
geometria cinematica y también geometria del
movimiento. Hoy esta nueva rama de la Ciencia que
habia sido la base de la Teoria e Ingenieria de los
mecanismos, es también la base de la moderna
Robotica.

La critica de Platon y Aristoteles a Arquitas fue en
parte buena, porque favorecio el desarrollo de la
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geometria como una ciencia abstracta y deductiva. El
esquema de las ciencias deductivas fue establecido por
Aristételes basandose en tres postulados, del que el
mas importante es el llamado “de deductividad”’, que
todavia es aceptado hoy. Admite que todos los con-
ceptos cientificos se definen por un cierto nimero de
conceptos primitivos y todas las verdades cientificas
deben de ser demostradas a partir de ciertas verdades
indemostrables (los axiomas) mediante las leyes de la
logica.

Sin embargo la critica a Arquitas fue mala, porque
debido a la gran autoridad de Platon y Aristételes, se
obstaculiz6 el uso de uno de los métodos mas potentes
para hacer progresar la geometria, que es la intro-
duccidn en ésta del movimiento.

Euclides hacia el 300 a.d.C. recopil6 el saber
geométrico anterior a ¢€l, enriquecido con sus contribu-
ciones propias en sus “Elementos” (Estoiecheia).
Comienza con las definiciones, los postulados y las
nociones comunes. Vamos a escribir las siete primeras
definiciones, para después comentarlas. Son las si-
guientes:

Un punto es lo que no tiene partes.

Una linea es una longitud sin anchura.

Los extremos de una linea son puntos.

Una linea recta es aquella que yace por igual

sobre sus puntos.

5. Una superficie es lo que solo tiene longitud y
anchura.

6. Los extremos de una superficie son lineas.

7. Una superficie plana es la que yace por igual

sobre sus lineas rectas.

bl NS

Lo que él llama linea es lo que nosotros llamamos
curva, y lo que llama linea recta es lo que llamamos
segmento. Lo que nosotros llamamos recta es la union
de la definicion 4 y del postulado 2. Al establecer
extremos a curvas y superficies esta considerando
figuras geométricas acotadas y no ilimitadas, si bien
por el postulado 2 considera la posibilidad de rectas
ilimitadas.

Utiliza cinco postulados, que hoy llamariamos
axiomas. Son:

1. (Es posible) trazar una linea recta desde cual-
quier punto a cualquier otro.

2. (Es posible) prolongar continuamente en linea
recta una recta dada.

3. (Es posible) trazar un circulo con cualquier cen-
tro y distancia (radio).

4.  Todos los dngulos rectos son iguales entre si.

5. Siuna recta incide sobre otras dos formando del
mismo lado, angulos internos menores que dos
rectos, al prolongarlos indefinidamente se
encuentran por el lado en que los angulos sean
menores que dos rectos.

El 5° postulado es equivalente al que llamamos de
las paralelas que afirma “por un punto exterior a una
recta, pasa exactamente una paralela a esta recta”.

Las cinco nociones comunes que utiliza Euclides
son:

1. Cosas que son iguales a una misma cosa, son
también iguales entre si.

2. Si a cosas iguales se suman cosas iguales, los
totales son iguales.

3. Si a cosas iguales se restan cosas iguales, los
restos son iguales.

4. Cosas que encajan cada una en la otra son igua-
les entre si.

5. El todo es mayor que la parte.

Obsérvese que los cinco postulados y la nocion
comun 4 son de caracter geométrico, mientras que las
otras cuatro nociones comunes tienen un caracter mas
general, con un campo de aplicacién mucho mayor,
por lo que en realidad la nocidn 4 es un auténtico pos-
tulado. Euclides considera que los postulados y las
nociones son verdades incuestionables, practicamente
evidentes, como hicieron sus seguidores.

Durante muchos siglos, hasta el XIX, la influencia
de los “Elementos” y el prestigio de Euclides fueron
enormes, y se considero a la geometria como la ciencia
deductiva y demostrativa mas perfecta, hasta el punto
de que atin en el siglo XX se hablaba de la “nostalgia
de la geometria”, que es la aspiracion que tenian otras
ciencias de conseguir una base axiomatica tan buena
como la de Euclides.

En el siglo XIX suceden dos acontecimientos muy
importantes que echan por tierra la admiracion hacia
Euclides, que son el advenimiento de la geometria no
euclidea a principio de siglo y la crisis de los funda-



Dario Maravall Casesnoves

Rev.R. Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 2007; 101 263

mentos de las matematicas, a finales de siglo, que con-
ducen al abandono de la axiomatica de Euclides por
insuficiente y a considerar falsas algunas de sus
proposiciones, como la que sirve para la construccion
del triangulo equilatero, a la que antes nos referimos.

En 1899 Hilbert establece una nueva axiomatica,
con 7 axiomas, que es la que hoy se admite.

Aun cuando se sigue reconociendo el mérito
grandisimo de Euclides y de su obra y se le sigue
teniendo como un grande entre los grandes, se le hacen
criticas que llegan a ser feroces, hasta el punto de
hablar del “fracaso de Euclides” y Dieudonné, uno de
los fundadores de Bourbaki en el congreso de
matematicas de Royaumont en 1959 lanz6 el famoso
grito de “Abajo Euclides”, que no va dirigido contra la
persona sino contra lo que representa. Se afirma que
los griegos tenian ideas confusas sobre postulados y
axiomas, que las definiciones de Euclides son inacep-
tables e inoperantes. Sin embargo Euclides sigue la
linea de Aristoteles quien define los axiomas y postu-
lados de la siguiente manera: los axiomas (las
nociones comunes de Euclides por ejemplo) son ver-
dades comunes a todas las ciencias y los postulados
son los primeros principios aceptados universalmente
para cada ciencia concreta. Mas alejados estan
Aristoteles y Euclides respecto a lo que es una
definicion, para el primero es el nombre que se le da a
una coleccion de cosas que tienen propiedades iguales
y para que la definicion sea correcta debe expresarse
en términos de algo previo a la cosa definida, es
preciso usar términos indefinidos en toda definicion.
Se acusa a Euclides de no hacer esto, que si hace
Hilbert en su axiomatica.

Hoy dia no se hace distincion entre axioma y pos-
tulado y se emplea mas la primera palabra. Se con-
sidera que la base sobre la que se construye una teoria
matematica estd constituida por nociones primeras o
términos primitivos, y de axiomas que son relaciones
entre los mismos, escogidos arbitrariamente, que no
sean contradictorias entre si, que se admiten como ver-
daderas por consenso. A la teoria matematica que se
construye sobre una base axiomatica, se le exige que
sea consistente (coherente) y completa. La consis-
tencia o coherencia significa que no se puede obtener
nunca una proposicion de la misma que sea a la vez
verdadera y falsa (principio de contradiccion). La

completitud significa que nunca se puede obtener una
proposicion que no sea verdadera o falsa (principio del
tercero excluido, el tertium non datur de los escolas-
ticos). Las proposiciones tienen que estar bien formu-
ladas.

Hasta el siglo XVIII la geometria es la de Euclides,
considerada como la tnica posible y verdadera, y a la
que se adapta tanto el universo como el mundo que nos
rodea; las maquinas y construcciones asi como la
forma de la Tierra en la que vivimos.

A partir del siglo XIX ya no es asi, al principio del
siglo aparecen dos nuevas geometrias, tan verdaderas
como la euclidea, que son la hiperbolica de Bolyai y
Lobatschevski y un poco mas tarde la eliptica de
Riemann. Después viene una proliferacion de geome-
trias y con el advenimiento de la Teoria de la Relati-
vidad el universo deja de ser euclideo. Sobre esto y
sobre la axiomatica de Hilbert volveremos mas ade-
lante.

La duda es muchas veces creadora, y la duda sobre
el 5° postulado de Euclides condujo, durante el siglo
XVIII, a tratar de demostrarlo como teorema, por los
trabajos de Saccheri, Lambert y Gauss entre otros, y al
no conseguirlo a la posibilidad de negarlo (conside-
rarlo falso) y asi se pudieron construir las dos primeras
geometrias no euclideas antecitadas.

Las criticas a las definiciones de Euclides las han
destrozado, no obstante es interesante analizar algu-
nas. El concepto de punto euclidiano es para la geome-
tria equivalente al &tomo de Demdcrito en Fisica, y en
tiempos modernos a los neutrinos, leptones y quarks,
que no tienen partes. Por el contrario la recta si tiene
partes como son los segmentos, asi como cualquier
otra figura geométrica que también tiene partes y todas
estan formadas por puntos. En el proceso mental de
divisibilidad de cualquier figura se van obteniendo
partes de la misma, contenidas en partes mayores y
que contienen partes menores (nocion 5), hasta llegar a
los puntos que ya no tienen partes; el punto es un todo
con una sola parte que es igual a si mismo.

En la definicion 2 al decir que una curva (linea)
solo tiene longitud y en la 5 al decir que una superficie
tiene solo longitud y anchura permitirdn en la
geometria analitica introducir la dimension 1 para la
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curva, 2 para la superficie, 3 para el espacio; lo cual
unido a que el punto no tiene longitud y por tanto tiene
la dimension cero, y por generalizacion ascendente
permitié llegar al espacio de cualquier nimero de
dimensiones. Por tanto estas definiciones de Euclides,
aunque defectuosas e insuficientes si poseen cierta
operatividad.

La critica es mayor para la definicion de recta
porque “‘yace por igual” significa no tener puntos pri-
vilegiados, cosa que le pasa también a la circunferen-
cia; pero el postulado 2 distingue ya claramente a la
recta de la circunferencia.

Posteriormente se van creando nuevas ramas de la
geometria como la geometria cinematica, la analitica,
la descriptiva, la proyectiva, la reglada.

Uno de los primeros ejemplos de geometria cine-
matica es el de la cicloide (figura 1) que es la curva
que describe un punto de una circunferencia que rueda
sobre una recta. Rodar significa que la velocidad del
punto de contacto de la circunferencia con la recta es
en cada instante nula. El segmento AB es la longitud
de la circunferencia y el OC (C es el punto mas alto)
mide el didmetro. Por tanto el cociente AB/OC es
igual a 7. La cicloide ha atraido a muchos matematicos
y sobre ella se han escrito muchas paginas. Por su
belleza se le ha llamado la Helena de la Geometria, en
recuerdo de la bellisima esposa de Menelao, raptada
por Paris y causa de la guerra de Troya.

Vamos a dar dos ejemplos de la importancia de la
cicloide en Mecanica:

1°) Si consideramos el arco de cicloide simétrico
respecto a la horizontal AB de la figura 1, supuesto
vertical el plano, si se obliga a un punto material a
moverse sobre la cicloide, se obtiene un péndulo, pues
bien este péndulo, a diferencia del circular, es
tautdcrono; lo que significa que abandonando el movil
con velocidad inicial nula, en cualquier punto de la
cicloide, tarda siempre el mismo tiempo en llegar al
punto mas bajo de la cicloide. En este caso la con-
cavidad de la cicloide esta dirigida hacia arriba, al
revés que en la figura.

2°) Dados dos puntos M y N, la curva situada en el
plano vertical que los contiene, que pasa por ellos y
que goza de la propiedad de que un punto material
pesado obligado a moverse sobre ella, si es aban-

C
A 0] B
Figura 1
M
Figura 2
Y C
B
M
O A X
Figura 3

donado sin velocidad inicial en el punto mas alto M,
tarda un tiempo minimo en llegar al punto mas bajo N
es una cicloide como la de la figura 1 pero puesta en
vertical asi como la recta AB. A estas curvas se les
llama braquistocronas y son importantes en Mecanica
y en Optica geométrica. Véase E.

En la figura 2 se han representado dos circunferen-
cias tangentes, una interior a la otra. Si la circunferen-
cia interior rueda sobre la exterior, cualquier punto de
ella describe una curva llamada hipocicloide. Si las
dos circunferencias son ruedas dentadas constituyen
un engranaje hipocicloidal, muy importante en la inge-
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nieria mecénica. En el caso particular en que el radio
de la circunferencia interior sea igual a la mitad del
radio de la exterior, cualquier punto de la circunferen-
cia interior describe un diametro de la exterior.
Curiosamente el movimiento de un plano invariable-
mente ligado a la circunferencia interior movil
respecto al plano fijo de la exterior es el mismo que el
de un segmento AB (Figura 3), cuyos extremos se
mueven sobre dos rectas fijas OX y OY de un plano
fijo, perpendicular entre si, esto en el ultimo caso
anterior.

Si las dos circunferencias en vez de ser una interior
a otra, las dos son exteriores, la rodadura de una sobre
la otra, hace que los puntos de la moévil describan unas
curvas llamadas epicicloides, también muy impor-
tantes en la ingenieria mecéanica.

En la historia de la astronomia las epicicloides
junto a las excéntricas tuvieron una gran importancia
para poder explicar los movimientos de los cuerpos
celestes en la erronea teoria geocéntrica de Ptolomeo,
la cual perdieron cuando esta teoria fue sustituida por
la heliocéntrica de Copérnico. Puede verse mi confe-
rencia (N de la Bibliografia) que va a ser digitalizada
por el Museo Historico Cientifico de Florencia.

Lo anterior son algunos ejemplos de los progresos
que se pueden obtener en geometria cuando se
combina con el movimiento. Sus aplicaciones son
importantes en la Teoria de Mecanismos, la Cinema-
tica de las Maquinas y la Roboética. Véase mi libro E.

En el siglo XVII Descartes cre6 la Geometria
Analitica que resulta de aplicar el algebra y el analisis
a la geometria; desde entonces existen dos métodos
para el estudio de la geometria que son el sintético que
es el que procede de los griegos y el analitico creado
por Descartes. Los resultados que se obtienen por
ambos métodos nunca son contradictorias, porque se
trata de dos métodos distintos y de una sola ciencia.

La geometria sintética se desarrolla partir de una
axiomatica, antes la de Euclides, ahora la de Hilbert;
por el contrario la geometria analitica se desarrolla a
partir de las definiciones de las figuras geométricas, de
las operaciones con ellas y de sus transformaciones y
de las definiciones de distancia y angulo, utilizando el
calculo como herramienta.

En la geometria analitica del plano, un punto viene
definido por dos niimeros reales que son sus coorde-
nadas x,y; una recta se define por una ecuacion lineal

2
ux+vy+1=0 2)

Los coeficientes u, v se comportan como las coor-
denadas de la recta, las llamadas tangenciales. Para el
punto hemos utilizado las cartesianas.

También se define la distancia entre dos puntos y el
angulo entre dos rectas. Las figuras geométricas se
definen por sus ecuaciones, asi la de una circunfer-
encia de centro (a,b) y radio R es:

(x—a) +(y-b) =R (3)

Con las ecuaciones y el calculo se pueden resolver
los mismos problemas que se resuelven utilizando el
método sintético. Ahora bien, la Geometria Analitica
es mucho mas rica que la sintética, porque en ella hay
la posibilidad de introducir elementos imaginarios
(puntos, rectas, circunferencias, etc.) y puntos en el
infinito y la recta del infinito (puntos impropios y la
recta impropia).

El infinito se introduce utilizando las coordenadas
homogeéneas x, y, ¢, de las que se obtienen las carte-
sianas dividiendo x e y por ¢, son x/¢, y/t. Estas coor-
denadas se llaman homogéneas porque multiplicando
X, ¥, t por un mismo numero real los nuevos valores
siguen siendo las coordenadas homogéneas del mismo
punto.

Si en la (2) se sustituye 1 por w, se obtienen las
coordenadas homogéneas de la recta y hay que
sustituir la (2) por la

ux+vy+wt=0 4
Las coordenadas homogéneas de un punto del

infinito son x,y,t=0 y la ecuacion de la recta del
infinito es =0, que se expresan por

x,,0; t=0 )]

Los elementos imaginarios aparecen cuando las
soluciones de las ecuaciones son imaginarias, y asi por
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ejemplo mientras que en la geometria sintética las
rectas respecto a una circunferencia pueden ser
secantes, tangentes y exteriores, en la analitica las
exteriores cortan a la circunferencia en dos puntos
imaginarios, los cuales determinan una cuerda imagi-
naria. Asi mismo en la geometria sintética desde un
punto interior a una circunferencia no se pueden trazar
tangentes a la misma, pero en la analitica si se pueden
trazar dos tangentes imaginarias, cuyos puntos de con-
tacto con la circunferencia son imaginarios. Véase By
C.

En la geometria analitica todas las circunferencias
de un plano tienen dos puntos comunes (los puntos
ciclicos), porque la ecuacion de la circunferencia (3)
en coordenadas homogéneas se obtiene sustituyendo
R’ por R*7, y las intersecciones de ella con la recta del
infinito =0 (5) da

t=0; (x—a)+(y-b)=0 = y-b=+i(x—d) (6)

Las ecuaciones de las dos rectas (6), (signos +y —)
definen las llamadas rectas isotropas, que son imagi-
narias, pasan por el punto real (a,b) (centro de la cir-
cunferencia) y por los puntos imaginarios llamados
ciclicos, por los que pasan todas las circunferencias del
plano. Las rectas isotropas (6) gozan de la propiedad
de que con cualquier otra recta forman un mismo
angulo imaginario cuya tangente vale

+is j=~-1 (7)

y consigo misma un angulo indeterminado.

También existen circunferencias imaginarias, de las
que solamente vamos a usar aquellas cuyo centro es
real y cuyo radio es imaginario iR; su ecuacion es

(x—a)2+(y—b)2+R2:0 (8)

Dos coordenadas cartesianas o tres homogéneas
definen un punto en el plano, si usamos tres coorde-
nadas cartesianas o cuatro homogéneas se define un
punto en el espacio. Asi mismo tres coordenadas tan-
genciales o cuatro homogéneas definen un plano en el
espacio, de este modo se pasa de la geometria analitica
del plano a la del espacio. Aumentando de una en una
las coordenadas cartesianas y tangenciales se va
aumentando de una en una las dimensiones y por tanto

se puede construir una geometria analitica del espacio
euclideo de n dimensiones. Véase mis libros B y C.

En M (bibliografia) he introducido las circunferen-
cias y esferas completas. Una circunferencia completa
la he definido como el “lugar geométrico de los puntos
de un plano reales o imaginarios que equidistan de
otro” (véase la figura 4 y M). La circunferencia com-
pleta se compone de una circunferencia real y de las
infinitas hipérbolas equilateras imaginarias, cuyos vér-
tices reales son los puntos diametralmente opuestos de
la circunferencia real. Para fijar la posicion de un
punto de ella se necesitan dos coordenadas reales y una
imaginaria. Una de la reales fija la posicion del eje
mayor de la hipérbola imaginaria, es el angulo que
forma éste con un diametro fijo de la circunferencia; la
segunda coordenada real es la distancia x del centro de
la circunferencia a la proyeccion del punto de la
hipérbola sobre su eje mayor; la tercera coordenada,
que es imaginaria, es la distancia imaginaria y del
punto anterior a su antedicha proyeccion, se cumple
que:

¥ +y'=R* = y=iJx’-R’ )

Para poder representar una circunferencia completa
(dos coordenadas reales y una imaginaria) sobre un
plano (dos coordenadas reales) he recurrido al siguien-
te artificio: dibujo las figuras reales con trazo continuo
y las imaginarias con trazo discontinuo; y los puntos
imaginarios los encierro dentro de un pequefio circuli-
to.

Figura 4
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He definido la esfera completa como “el lugar geo-
métrico de los puntos del espacio reales e imaginarios
equidistantes de otro”. Se compone de una esfera real
y de infinitas hiperboloides equilateros de revolucion
de dos hojas, imaginarias cuyos ¢jes son los diametros
de la esfera. Cada hiperboloide es engendrado por la
revolucion de una hipérbola equilatera imaginaria alre-
dedor de su eje real. Se puede utilizar la geometria des-
criptiva para la representacion de la esfera completa
utilizando el anterior artificio usado para la circunfe-
rencia completa. La esfera completa tiene cinco coor-
denadas por cada punto, tres reales y dos imaginarias.
De igual modo puede definirse una hiperesfera com-
pleta. Véase en M esta teoria, asi como la de la trigo-
nometria de los triangulos imaginarios a que da lugar.
Véase M.

Si de acuerdo con Aristoteles una definicién es
poner nombre a una cosa, vamos a ver la importancia
que un nombre puede tener en geometria. Oscar Wilde
escribid una comedia muy conocida titulada “La
importancia de llamarse Ernesto”, la traduccion literal
al espafiol del nombre Ernesto rompe el juego de pala-
bras que hay en inglés entre el nombre del protagonis-
ta y earnest que significa “muy serio o muy formal”,
lo que le da un tinte, que no tiene, de teatro del absur-
do y en espafiol se debia de haber puesto otro nombre
como Casto, Justo, Inocencio o algo asi. Pues bien, si
Oscar Wilde en la ficcion dio un ejemplo de la impor-
tancia de un nombre, la geometria en la realidad ha
dado varios ejemplos de la importancia que puede
tener una definicion, que segun Aristételes es un nom-
bre. Vamos a dar dos ejemplos.

La bisectriz de un angulo se puede definir de dos
maneras. Definicion 1: “la recta que divide un dangulo
en dos angulos iguales”. Definicion 2: “el lugar geo-
métrico de los puntos del plano que equidistan de los
dos lados de un angulo”. Estas dos definiciones apa-
rentemente son equivalentes, pero no lo son del todo,
tienen su importancia practica por lo siguiente. En el
movimiento de un plano sobre otro plano, lo que tiene
gran aplicacion en Teoria de Mecanismos, Ingenieria
Mecanica, Robética, Bobillier descubrié una construc-
cién geométrica para obtener los centros de curvatura
de las trayectorias de los puntos moéviles, utilizando la
bisectriz de un dngulo de dos rectas. En el caso muy
excepcional de que estas dos rectas sean paralelas,
como segun la definicion 1, dos rectas paralelas no tie-

T
E
A I
B
G
D
¢ J
F
Figura 5

nen bisectriz, la construccion de Bobillier no sirve. Ya
en el siglo XX, Bricard utilizando la definicion 2, dado
que en este caso dos rectas paralelas si tienen bisectriz
que es la recta paralela a ellas y que equidista de
ambas, pudo obtener la solucion. Por tanto la construc-
cion de Bobillier sirve cuando las dos rectas en cues-
tidn se cortan, entonces existe centro instantaneo de
rotacion, pero falla cuando son paralelas, entonces en
vez de rotacion instantanea hay traslacion instantanea,
y entonces hay que utilizar la de Bricard; el centro ins-
tantaneo de rotacién es ahora un punto del infinito.
Mas adelante daremos otro ejemplo, véase E.

Al definir e investigar la que he llamado razén
doble de dos circunferencias (véase las notas y la
bibliografia) he definido el angulo de dos rectas OA4 y
OB (figura 5), mediante la razén doble de los cuatro
puntos 4, C, B, D que estan sobre una circunferencia
de centro O por la formula:

tanATOB:./—(ACBD) (10)

Asi mismo he definido el angulo que forman una
recta EF y una circunferencia (figura 5) por la formu-
la:

tan IEE = |- (GoPQ) = —-(GPO)  (11)

donde o es el punto del infinito de la recta . El parén-
tesis de la tltima (11) es la razon simple de los tres
puntos G, Py Q. El valor de la cantidad subradical de
(11) es positivo.
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Obsérvese que en el caso de la razon doble de la
recta IJ y de la circunferencia (figura 5) la razén sim-
ple es positiva y por tanto el angulo y la tangente son
imaginarios. Por /, J encerrados en un pequeiio circu-
lito he representado las dos intersecciones imaginarias
de la circunferencia con la recta exterior 1J.

La razon doble (XI') de dos circunferencias la he
definido por la razon doble de las cuatro intersecciones
de y con su diametro comun, que es igual a la razoén
de las intersecciones de £ y I" con cualquier circunfe-
rencia ortogonal a ambas (véase notas y L). Esta razon
doble es invariante para la inversion. Se extiende a las
esferas e hiperesferas.

Una cualidad para que un Profesor sea un buen
pedagogo es que haga faciles las cosas dificiles, para
que los alumnos puedan comprender bien sus explica-
ciones; pues bien, a veces un Investigador para conse-
guir sus propositos tiene que hacer dificil lo facil, y asi
por ejemplo Laguerre dio una definicion de angulo
muy sofisticada, pero muy 1til para sus aplicaciones
tanto a la geometria euclidea, como a las dos geome-
trias no euclideas (eliptica e hiperbolica). La defini-
cion de Laguerre es muy distinta a la nuestra (10).
Véase mis libros B y C.

Otro ejemplo de la importancia de una definicion es
la que sigue. En el siglo XIX Steiner en Alemania
introdujo, seguramente por primera vez, la inversion,
lo hizo desde el punto de vista de la Matematica Pura.
A continuacion en Inglaterra, Lord Kelvin estudio e
investigo la inversion por sus aplicaciones a la Fisica,
en especial a la Teoria del Potencial. Se pueden dar dos
definiciones de inversion. La definicion 1 es asi: dado
un punto O (el centro de inversion) el inverso de un
punto 4 es otro punto B que esta sobre OA y tal que

04-0B =k’ (12)

siendo &* una constante positiva o negativa.

Segun la definicion 1 la simetria no es una inver-
sion.

La definicion 2 es asi: dado un punto O y una cir-
cunferencia de centro O y radio & (real o imaginario),
A 'y B son inversos si estan sobre un mismo didmetro y
son conjugados armoénicos respecto a las interseccio-
nes de la circunferencia con el didmetro OA4B, porque
entonces se cumple (12).

Segun la definicidn 2 la simetria es una inversion,
cuando la circunferencia degenera en una recta A su
centro es el punto del infinito de las rectas perpendicu-
lares a A, y el radio infinito. Este resultado no lleva a
considerar los limites en Geometria.

En Analisis Matematico los limites tienden a ser
estaticos, mientras que en geometria algunos son dina-
micos y dependen del procedimiento seguido para
definirlo. Y asi por ejemplo un punto P puede ser con-
siderado como una circunferencia de radio cero, y en
ese caso es el limite de una sucesion de circunferencias
de centro P y cuyo radio tiende a cero; y el limite de
las tangentes a las circunferencias es el haz de rectas
que pasan por P. Limite 1.

Ahora bien, una sucesion de circunferencias tan-
gentes a la recta OY en O cuyos radios tienden a cero,
tienden al punto O y sus tangentes tienden a la recta
OY. Limite 2.

Las dos sucesiones de circunferencias de los limi-
tes 1 y 2 son posibles en virtud del axioma 3 de
Euclides y se pueden escoger iguales las circunferen-
cias de una y otra sucesion pero sus limites sin embar-
go son distintos porque el primero es una circunferen-
cia de radio cero con infinitas tangentes y el segundo
con una sola tangente. La diferencia entre los dos limi-
tes anteriores 1 y 2, aunque parezca trivial es impor-
tante (véanse las notas).

Otro ejemplo: una sucesion de circunferencias del
mismo centro O, cuyo radio tiende a infinito, tienden a
llenar todo el plano, y el limite contiene a todos los
puntos del plano. Definicion o limite 1.

Una sucesion de circunferencias que permanecen
tangentes a la recta OY en O de radio R tienen por
ecuacion respecto a OY 'y OX perpendicular a OY, la:

X +7—2Rx=0 (13)

y cuando R tiende a infinito tienden a OY (de ecuacion
x=0). Tienden a llenar el semiplano a la derecha de OY
(x>0). Las circunferencias tienen como limite OY, sus
tangentes también, su centro tiende al punto del infini-
to de OX y sus diametros a las paralelas a OX.
Definicion 2.

Aligual que en el caso en que el radio tendia a cero,
también las circunferencias de las sucesiones de las
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definiciones de los limites 1 y 2 pueden ser iguales,
pero sus limites son distintos. También esta diferencia
no es trivial (véase notas).

Todas las definiciones y limites anteriores pueden
extenderse a las esferas e hiperesferas.

En relacién con el numero de dimensiones: cero
para un punto, uno para una recta o curva, 2 para un
plano o superficie etc., existen dos clases de generali-
zaciones una ascendente y la otra descendente.

La primera es mas comun. Por ejemplo la defini-
cion de la circunferencia como “lugar geométrico de
los puntos del plano que equidistan de otro” se puede
generalizar a 3 y a n dimensiones y asi surgen la esfe-
ra y la hiperesferas. Para unificar la terminologia lla-
maremos S, y V, a la longitud y area de la circunferen-
cia; S; y V5 al area y al volumen de la esfera y asi suce-
sivamente. Existen unas formulas (véase D bibliogra-
fia) S, (R) y V"(R) que dan los valores en funcion de R
y n (R es el radio y n el nimero de dimensiones), del
area y del volumen de la hiperesfera. Para todas se
cumple que

dv (R
—g,; )_s,(r) (14)

Para n=2 y n=3 se obtienen las conocidas férmulas
de la circunferencia y de la esfera.

S,(R)=2zR; V, (R)=n R’ S,(R)=47R? s

v (R)=%7R°

He introducido la generalizacion en sentido descen-
dente y asi he llamado bipunto a la circunferencia en
una dimension: “el lugar geométrico de los puntos de
una recta que equidistan de otro”. Es un par de puntos,
el centro es su punto medio y R es igual a la mitad de
la distancia entre los dos puntos. Pues bien, si hacemos
n=1 en las formulas anteriores se obtiene

S (R)=2; V/(R)=2R (16)

Obsérvese que SI(R) es independiente de R y que
las dos (16) cumplen la (14). El “volumen” de un
bipunto es la longitud del segmento cuyos extremos
son los dos puntos, y el “area” vale 2. De esta forma se
generalizan en sentido descendente la longitud

(“area”) de la circunferencia y el area (“volumen™). He
extendido el concepto de angulo a dos bipuntos (véan-
se notas).

Pero también puede generalizarse a cero dimensio-
nes, es decir a un punto los conceptos de area y volu-
men y se obtiene para el volumen

7 (R)=1 (17)

y para el 4rea se obtiene una indeterminacion, que
levantada da:

limS, (R)=5(R) (18)

que es la delta de Dirac. El “area” de un punto es la
delta de Dirac y el “volumen” es 1. Véase mi libro D.

La negacion del 5° postulado de Euclides (el de las
paralelas) condujo a Bolyai y a Lobatschewski a la
creacion de la primera geometria no euclidea (la hiper-
boélica) y a Riemann en la segunda mitad a la segunda
geometria no euclidea (la eliptica). El impacto fue muy
grande, la geometria euclidea dejo de ser la tnica ver-
dadera, la geometria ya no es una ciencia de la realidad
sino una creacion logica, pero libre, de la mente huma-
na, cuyo contenido va presupuesto en sus axiomas.
Como consecuencia del fracaso de la demostracion del
quinto postulado en el siglo XVIII, se llego6 a la nega-
cion y a la construccion de nuevas geometrias libres de
contradiccion interna, de acuerdo con los métodos de
la 16gica tradicional. A pesar de la claridad en el razo-
namiento no euclideo en geometria, quedaba el temor
de que al irse acumulando nuevos y nuevos teoremas
se pudiera acabar llegando a una contradiccion, porque
no se habia demostrado atin que las geometrias no
euclideas estuvieran libres de contradicciones. Por eso
fue un paso muy importante el dado por Beltrami en
1868, al exponer el primer modelo euclideo de la geo-
metria hiperbolica, en el que se representa sobre la
pseudoesfera (superficie del espacio euclideo) el plano
hiperbodlico. Posteriormente Riemann representd el
plano eliptico sobre la esfera. Poincaré demostré que si
existen contradicciones en estas dos geometrias no
euclideas, existen también en la euclidea, ya que se
pueden construir modelos de las dos primeras en la
ultima.

Otros pasos decisivos fueron dados por Cayley y
Klein, que ligaron entre si las geometrias no euclideas
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con la proyectiva, y subordinaron a esta tltima la geo-
metria métrica. Klein en su programa de Erlangen
definio6 la Geometria como “el estudio de las propieda-
des invariantes de un grupo de transformaciones” y
segun sea el grupo asi es la geometria. Con el progra-
ma de Erlangen se intensifica el proceso de deshuma-
nizacion de la geometria, que se va alejando de la
constructividad real y de toda posibilidad de visualiza-
cion y materializacion, pero a cambio de ello presta un
gran servicio a la Fisica y a la Cosmologia modernas,
preparando el camino a la Teoria de la Relatividad de
Einstein.

En mis publicaciones y en mi libro P e utilizado
ocho modelos de geometria hiperboélica y seis de geo-
metria eliptica, utilizando modelos geométricos eucli-
deos sobre parte del plano, de la esfera o de hiperbo-
loides de revolucion.

La crisis de los fundamentos de las Matematicas a
fines del XIX afectd fuertemente a la geometria. Pasch
(1843-1930) preparo el camino a Hilbert (1862-1943),
considero al espacio geométrico como la construccion
que se hace mentalmente el hombre y como reflejo del
espacio fisico, se dio cuenta de que los puntos, rectas
y planos no deben ser definidos, solamente se nos
hacen comprensibles y manejables por sus propieda-
des que resultan de los axiomas. encontrd por primera
vez la existencia de una proposicion geométrica cuya
verdad es universalmente aceptada y en la que cree fir-
memente hasta un nifio, que no figuraba en la axioma-
tica anterior a él, ni se puede demostrar como un teo-
rema. Propuso entonces enunciarlo como un axioma,
que hoy lleva su nombre. El axioma de Pasch afirma:
“Si 4, By C no estan alineados, y si una recta D de un
plano corta a AB entre A y B, entonces D corta necesa-
riamente a ACentre Ay CoaBCentre By C’, A4, By
C son puntos.

Tanto el axioma de Pasch como los cinco postula-
dos de Euclides o el axioma de Arquimedes se pueden
demostrar en la geometria analitica.

En M demostré por reduccion al absurdo fisico, que
si la ley de la inercia de la Mecanica es verdadera, for-
zosamente la antecitada proposicion de Pasch es ver-
dadera y entonces o es un teorema o en caso contrario
un axioma.

En mi opinidén igual que la introduccion del movi-
miento en la geometria ha echo progresar a ésta, me
parece que también la introducciéon de la demostracion
por reduccion al absurdo fisico en la geometria la hace
progresar.

El renacer de la geometria proyectiva en el siglo
XIX introdujo en ella los elementos imaginarios y los
del infinito (impropios), aparecen los puntos ciclicos y
las rectas isotropas. Se puede ya utilizar para su estu-
dio el método sintético sin necesidad de recurrir al ana-
litico.

Las demostraciones defectuosas de Euclides, como
la que antes hemos descrito de la construccion de un
tridngulo equilatero son debidas a que los griegos, aun-
que conocian y manejaban bien los nlimeros raciona-
les, sus conocimientos sobre los irracionales eran esca-
sos; podian conocer las raices cuadradas de los nume-
ros enteros e incluso de los racionales por la aplicacion
reiterada del teorema de Pitagoras. Conocian también
el nimero 7'y algunas curvas transcendentes, pero esto
no era suficiente para legitimar la demostracion de
Euclides.

El uso del algebra en la geometria analitica, intro-
dujo el conocimiento de los numeros algebraicos e
increment6 el conocimiento de nuevos nimeros trans-
cendentes, pero tampoco era suficiente. Solamente
cuando Dedekind y Cantor por dos métodos distintos,
desarrollaron la teoria rigurosa del ntmero real, y
cuando se demostr6 que el conjunto de los nimeros
reales no era numerable, sino que tenia la potencia del
continuo, es cuando se estuvo en condiciones de elimi-
nar la posibilidad de la existencia de “agujeros” en las
dos circunferencias de la antecitada construccion de
Euclides, al establecer la correspondencia biunivoca
(biyeccion) entre el conjunto de los numeros reales y
el de los puntos de una recta. Con estos nuevos cono-
cimientos ya es posible la axiomatica de Hilbert.

Hilbert (1862-1943) publico la primera edicion de
su libro “Fundamentos de la Geometria” en 1899; yo
conozco la séptima que es de 1930 en la traduccion
espaiiola de 1953. Califica a su libro en la introduccion
de “un nuevo ensayo para construir la geometria sobre
un sistema completo de axiomas lo mas sencillo posi-
ble”. Afirma después que “los axiomas de la geometria
y el averiguar sus conexiones, es problema que se



Dario Maravall Casesnoves

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 2007; 101 271

encuentra discutido desde tiempos de Euclides, en
numerosos y excelentes de la literatura matematica”.
Actualmente se puede decir que la axiomatica de
Hilbert es la solucién final del problema planteado.

Hilbert da una lista de veinte axiomas de los que el
numero 12 es de de Pasch, el nimero 18 es el postula-
do de las paralelas de Euclides, el axioma 19 es el de
Arquimedes. Utiliza las tres nociones no definidas de
punto, recta y plano, sobre las cuales insiste en que son
denominaciones totalmente arbitrarias y afade que
igual podia haberlas llamado vasos de cerveza, sillas y
mesas.

El axioma de Pasch es de pocos afios antes que el
libro de Hilbert, y el de Arquimedes es posterior a
Euclides, afirma que “dados dos segmentos a y b
(a<b) existe un numero entero positivo n tal que n-a
es mayor que b”. Este axioma lleva como consecuen-
cia el postulado 2 de Euclides y su importancia va mas
alla de la geometria, se aplica hoy a los grupos total-
mente ordenados que se llaman arquimedianos si cum-
plen el axioma de Arquimedes, de los que es un ejem-
plo el conjunto de los nimeros reales que es un grupo
aditivo totalmente ordenado.

El éxito de la axiomatica de Hilbert se ve reforzado
porque al suprimir el axioma n° 18 (el quinto postula-
do de Euclides, de las paralelas) se puede fundamentar
la geometria proyectiva y al sustituirlo por otro axio-
ma, se puede fundamentar la geometria hiperbdlica y
también la eliptica, en uno y en otro caso el axioma
que sustituye al quinto postulado es distinto.

Resulta muy interesante el apéndice tercero del
libro de Hilbert en el que define el sentido de una
semirrecta y desarrolla la teoria de la adicion y multi-
plicacion de sentidos en la geometria hiperbolica en
forma abstracta. En mi libro P he efectuado el calculo
de la adicion y multiplicacion de sentidos en forma
analitica sobre un modelo geométrico euclideo de la
geometria hiperbolica en el que las rectas son las cuer-
das de una circunferencia X; y he obtenido la compo-
sicion de las velocidades de la relatividad restringida
mediante un método grafico. El sentido de una semi-
cuerda es su interseccion con X.

Al considerar la indefinicion de los puntos, rectas y
planos, si encontramos tres clases de objetos geométri-

cos X, Y, Z que satisfacen los axiomas de Hilbert,
entonces estos desempefiarian el papel de los puntos,
rectas y planos, y obtendriamos asi modelos euclideos
de la geometria euclidea ordinaria. Habria que hablar
entonces de geometria euclidea en plural y no en sin-
gular. En I, J y las notas adjuntas, he encontrado tres
modelos euclideos nuevos de la geometria euclidea
ordinaria y propongo numerarlas de uno a cuatro las
geometrias euclideas asi obtenidas en la que el niime-
ro 1 corresponde a la ordinaria. Véanse las notas.

La geometria euclidea y las dos no euclideas, son
las tres igualmente verdaderas y desde el punto de
vista logico las tres estan a la misma altura; sin embar-
go existe una diferencia sustancial entre la primera y
las dos ultimas vy es que mientras existen modelos
euclideos de geometrias no euclideas, por el contrario
no existen modelos no euclideos de la geometria eucli-
dea. Las definiciones de las figuras y de las transfor-
maciones de las no euclideas se expresan en el lengua-
je de la euclidea (se traducen a él) y los teoremas se
obtienen por los métodos euclideos y se traducen al
lenguaje no euclideo. Cambian de significado palabras
como paralelismo, perpendicularidad, cambian la dis-
tancia y los angulos, las propiedades de las figuras
geométricas, etc.

Existe una jerarquia de las tres geometrias, en la
base esta la euclidea y sobre ella se edifican las no
euclideas. Para poder conocer las geometrias no eucli-
deas hay que conocer antes la euclidea. Exactamente
lo mismo puede decirse de las cuatro geometrias eucli-
deas, la primera es la basica (la ordinaria) sobre la que
se construyen las otras tres y también para conocer
cualquiera de estas tres hay que conocer la primera.
Véanse las notas.

Con Einstein se rompen estos viejos esquemas con-
ceptuales y puede hablarse, con razon, del espacio y
del tiempo antes y después de Einstein. En la Teoria de
la Relatividad Restringida, la primera y mas sencilla el
espacio y el tiempo no son independientes sino que
forman un continuo tetradimensional, de modo que los
puntos y los instantes se funden en los sucesos forma-
dos por la asociacion de un punto del espacio y un ins-
tante. Se abandonan los conceptos clasicos de pasado
y futuro por otros nuevos, y un tercer concepto sin
homologo clésico, que es el tiempo que transcurre en
otro lugar del espacio y que no se halla con nuestro
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aqui y ahora en relacion de pasado ni de futuro. El con-
cepto de simultaneidad que nos es tan familiar se com-
plica enormemente y requiere un analisis muy dificil.
El espacio y el tiempo siguen siendo fisicamente inac-
tivos y adquieren una estructura métrica pseudoeucli-
dea. Véanse mis libros F y G

La Mecanica clésica utiliza el espacio y el tiempo
definido por Newton: “el tiempo absoluto, verdadero y
matematico transcurre en si, uniformemente y sin nin-
guna relacion con los objetos externos”; la definicion
de un punto material como un punto geométrico dota-
do de una masa y cinco postulados que se admiten
como verdades indemostrables o evidentes por si mis-
mas, entiendo que no son verdades ldgicas, sino que se
imponen a la mente, porque jamas la experiencia, de la
que se tiene conocimiento historico se ha manifestado
en contradiccion con ellas.

Se ha llegado a la enunciacion explicita de estos
postulados por un camino totalmente inductivo, como
resultado de un nimero muy grande de observaciones,
que han sugerido a los fisicos la necesidad de una
aceptacion universal. Posteriormente ha sido compro-
bado por los fisicos que los resultados obtenidos por
via analitica de estos postulados, nunca eran desmenti-
dos por la experiencia, lo que les confirmo la necesi-
dad de admitirlos como verdades indemostrables.

Cuando los adelantos y refinamientos de la Técnica
experimental permitieron efectuar medidas de extraor-
dinaria precision, que mostraron los errores de los
resultados obtenidos a partir de la Mecénica y de la
Fisica clasica, se hablo de la crisis de estas ciencias y
surgi6 en el siglo XX una nueva revolucion cientifica
con la Teoria de la Relatividad y de la Mecanica
Cuantica.

Entre estos postulados figura la ley de la inercia que
afirma “todo punto material, supuesto aislado o esta en
reposo 0 se mueve con movimiento rectilineo de velo-
cidad constante (uniforme)”.

El punto de partida de la Mecanica clasica es la
ecuacion de Newton que afirma que “la fuerza ejerci-
da sobre un punto material F es igual al producto de la
masa m por la aceleracion a”; es la:

F=m-a (19)

(la ecuacion es vectorial). Por tanto si sobre un punto
no se ejerce ninguna fuerza, la aceleracion es nula y la
velocidad es constante, si es cero el punto estd en repo-
SO y en caso contrario se mueve con movimiento recti-
lineo uniforme. La ley de inercia se sigue de la ecua-
cion de Newton (19). Véase mi libro E.

Se llama referencial a todo sistema que permite
fijar la posicion de un punto en el espacio. El mas sen-
cillo es el formado por tres ejes formando un triedro
trirrectangulo OXYZ, de modo que la posicién de un
punto viene fijada por sus tres coordenadas cartesianas
x,y,Zz. En la Mecanica clasica el tiempo es un parame-
tro de valor universal.

Un referencial se llama inercial si en él se verifica
la ley de inercia y la ecuacion (19). Se demuestra que
todo referencial en movimiento de translacion rectili-
neo y uniforme respecto a un referencial inercial es
también inercial. Este es el principio de la Relatividad
de Galileo de la Mecanica clasica. Son ejemplos de
referenciales inerciales el usado por Copérnico para su
teoria heliocéntrica, y el usado por Newton para esta-
blecer su ley de gravitacion universal. No es inercial el
referencial ligado a un punto de la Tierra, debido al
movimiento de rotacion de la Tierra alrededor de su
eje.

Se llaman transformaciones de Galileo a las que
sirven para pasar de las coordenadas de un punto res-
pecto a un referencial inercial a sus coordenadas res-
pecto a otro referencial inercial que se mueve con un
movimiento uniforme de traslacion respecto al prime-
ro. El tiempo es el mismo en uno otro referencial, es
el de Newton. Las ecuaciones de la mecéanica son inva-
riantes respecto a las transformaciones de Galileo, lo
que significa que no podemos darnos cuenta de un
movimiento uniforme y rectilineo del referencial. Por
el contrario las ecuaciones de Maxwell y la de las
ondas del electromagnetimo y de la 6ptica no son inva-
riantes respecto a las transformaciones de Galileo, por
lo que la velocidad de la luz no es la misma en dos
referenciales inerciales en un movimiento uniforme de
traslacion de uno respecto al otro. Estas consecuencias
son muy importantes e hicieron entrar en crisis a la
Mecénica y Fisica clasicas. Hubo necesidad de cam-
biar las transformaciones de Galileo por las de
Lorentz, para las que si son invariantes las antecitadas
ecuaciones de Maxwell y de las ondas, y para las que
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la velocidad de la luz es la misma en referenciales iner-
ciales. Einstein formulaba en 1905 el principio de la
Relatividad restringida que afirma: “la sustitucion de
un referencial inercial por otro ha de dejar invariantes
las leyes de la Fisica”, y por tanto es necesario sustituir
las transformaciones de Galileo por la de Lorentz. Para
velocidades muy pequefias en comparacion con la de
la luz, apenas hay diferencias, por lo que para ellas se
pueden seguir usando la Mecanica y la Fisica clasica.

Desde el punto de vista matematico las transforma-
ciones de Galileo y de Lorentz forman grupo, lo cual
es estrictamente necesario para poderlas usar en Fisica.

Las consecuencias fisicas de este cambio de trans-
formaciones son muy importantes, entre ellas figuran:

a) la invariancia de la velocidad de la luz en el
vacio ¢ para observadores en reposo 0 en movi-
miento rectilineo uniforme.

b) la no existencia de velocidades superiores a la
de la luz en el vacio.

¢) la contraccion de las longitudes

d) la dilatacion del tiempo y la existencia de un
tiempo local

e) laequivalencia entre masa y energia.

La contraccion de las longitudes consiste en que si
? es la longitud de una barra medida por un obser-
vador en reposo respecto a ella, si la barra se mueve
con movimiento uniforme y rectilineo respecto al
observador, la medida de la longitud es mas pequefia,
excepto si la direccion del movimiento es perpendi-
cular a la barra, en cuyo caso no hay contraccion. La
contraccion es maxima cuando la barra y la direccion
del movimiento son paralelos.

La existencia del tiempo local, significa que en la
Relatividad restringida el tiempo no es un parametro,
sino que es una coordenada, y que en las transforma-
ciones de Lorentz el tiempo depende de las coorde-
nadas espaciales del lugar. Mientras que en las de
Galileo el tiempo permanece el mismo y lo que queda
invariante es la distancia d entre dos puntos

d=(x-x)+(h-»)+(z-z) (0

y en las de Lorentz lo que queda invariante es la pseu-

. . 2 .
dodistancia entre dos sucesos A” del pseudoespacio
cuatridimensional espacio-tiempo:

2

A? =(x] —xz) +(yI —yz)z+(zI —22)2—02 (t, —t2)2 21)

La dilatacion del tiempo significa que “la marcha
de un reloj en movimiento es mas lenta que la del
mismo en reposo” o lo que es igual, que el intervalo de
tiempo entre dos sucesos medidos por dos obser-
vadores en movimiento uniforme y rectilineo, tiene
una duracion distinta.

La equivalencia entre masa y energia (principio de
inercia de la energia) viene dado por la ecuacidon de
Einstein:

E=mc’ (22)

donde E es la energia, m la masa y ¢ la velocidad de la
luz en el vacio. En virtud de (22) el contenido de
energia modifica la masa inerte. La (22) marca
también la posibilidad de la materializacion de la
energia, por ejemplo un foton puede transformarse en
un electrén y un positron. Y también la desmateriali-
zacion de la masa, el ejemplo contrario un electron y
un positréon pueden aniquilarse y crear un foton.

Hay que distinguir entre energia de masa y energia
nuclear, la primera corresponde a la (19) y la segunda a
la que se libera en algunas reacciones nucleares (la
fusion y la fision) como consecuencia de una pérdida
de masa del sistema reaccionante de acuerdo con la
(22).

La (22) explica el origen de la energia liberada por
el Sol y las estrellas, primero cualitativamente explicd
lo que entonces era un enigma y posteriormente en
forma cuantitativa de acuerdo con las teorias de Bethe
y Von Weizsécker.

Es importante sefalar que en un medio material
transparente la velocidad de la luz es menor que ¢, vale
¢/n siendo n el indice de refraccion (n >1) y por tanto
una particula eléctrica puede moverse en ese medio
con una velocidad inferior a ¢ y superior a ¢/n, en
cuyo caso provoca el efecto Cerenkov que consiste en
una emisioén de luz entre azul y violeta, que es una
onda parecida a la producida por un avioén supersonico.

En la Relatividad general, matematica y concep-
tualmente mas complicada que la restringida, el
espacio, el tiempo y la materia dejan de ser indepen-
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dientes, los dos primeros son fisicamente activos. La
materia configura la estructura y la métrica del
espacio-tiempo, que ya no es ni plano ni infinito, sino
curvo y finito, su geometria se denomina pseudo-rrie-
manniana. Surgen nuevos fenémenos fisicos, inconce-
bibles en la Fisica anterior, entre ellos el espacio ya no
es estatico sino dinamico, estd en expansion y como
esta en expansion no puede hacerse sin salirse de si
mismo, hay que introducir en un espacio euclideo de
cuatro dimensiones ficticio, el espacio tridimensional
no euclideo. La expansion del universo fue observada
por los astrébnomos en los afios veinte, se conoce con el
nombre de fuga de las galaxias, que provoca un co-
rrimiento hacia el rojo de los rayos espectrales de la
luz procedente de ellas. Esta de acuerdo con la
Relatividad general.

En el sistema solar los fendmenos explicados por la
Relatividad general son el movimiento del perihelio de
Mercurio, de las rayas espectrales de la luz solar hacia
el rojo (dilatacion gravitacional del tiempo) y la cur-
vatura de los rayos luminosos procedentes de una
estrella que pasan cerca del Sol. Estos fenomenos son
inexplicable por la Fisica clasica.

En 1915 Einstein enuncié el principio de la
Relatividad general, que es una generalizacion del de
la restringida. El principio de la Relatividad general de
einstein afirma: “Si se sustituye un referencial inercial
S por otro S, que no lo es, si existe un campo gravita-
torio C en S;, que lo convierte en inercial, las leyes de
la Fisica son las mismas en S que en S| con C”.

La formulacion matematica de la Teoria de la
Relatividad general la hizo Einstein en 1917, mediante
un principio de minimo en un espacio pseudo-rrieman-
niano que es de cuatro dimensiones, tres espaciales y
uno temporal. Casi al mismo tiempo lleg6 Hilbert a las
mismas conclusiones.

La Cosmologia moderna y la Fisica de particulas
elementales se explican por el uso conjunto de la
Teoria de la Relatividad y de las Teorias Cudnticas
(Mecanica, Electrodinamica y Cromodinamica Cuéan-
ticas). La teoria, la observacion y el experimento han
conducido a enormes macromagnitudes espaciales y
temporales como son la edad del universo o las dis-
tancias a las galaxias mas lejanas, y también pequeiii-

simas micromagnitudes como son las dimensiones y
las vidas medias de las particulas elementales
inestables; asi como a pretender conocer lo que
sucedio en los primeros intervalos de tiempo infinites-
imales después del principio del universo (Big Bang).

Combinando las probabilidades y la mecénica
clasica se desarroll6 en la segunda mitad del siglo XIX
la mecénica estadistica clasica y en los afios veinte del
siglo XX las dos mecanicas estadisticas cuanticas.
Combinando las probabilidades con la mecanica rela-
tivista desarrollé la mecanica estadistica relativista en
1985 en una articulo de la Revista “Trabajos de
Estadistica e Investigacion Operativa” y en 1984 y
1988 en la Revista de la Real Academia de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales.

Para cerrar voy a hacer referencia a la exploracion
de longitudes y tiempos inconcebiblemente pequefios
que se llaman de Planck. La longitud de Plank es del
orden de 10 cm, por debajo de la cual el espacio que
conocemos y en que vivimos, deja de ser como nos
parece que es, y se convierte en lo que se llama espuma
cuantica. El tiempo de Plank es del orden de 107" seg.,
es el intervalo de tiempo mas pequeiio que puede
existir, y si el intervalo entre dos sucesos en menor, no
se puede saber cual de los dos sucesos sucede antes.

Tan curioso y extraflo como los anteriores es la
posible existencia de bucles cerrados en el tiempo, de
modo que un viajero en el espacio-tiempo, siguiendo
uno de estos bucles ruede regresar a su punto de
partida tanto en el espacio como en el tiempo. Estan
relacionados con las maquinas del tiempo que per-
miten viajar retrocediendo en el tiempo. Esto es
polémico y Stephen Hawking, uno de los cientificos
mas importantes de nuestra época, ha formulado la
conjetura de proteccion cronoldgica, segln la cual, las
leyes de la Fisica no permiten la construccion de una
maquina del tiempo.

Fuera del texto de la conferencia vamos a incluir
unas breves notas extraidas de mis propias investiga-
ciones, ampliamente desarrolladas en mis publica-
ciones citadas en la Bibliografia. Requieren un aparato
matematico complicado y van dirigidas a lectores
especializados en la materia.
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Nota 1.

UNA REGLA DE INDETERMINACION
ALEATORIA EN EL PROCESO
ESTOCASTICO DE LA DESINTEGRACION
RADIACTIVA. UN NUEVO TEOREMA.

El valor medio del tiempo aleatorio en que se desin-
tegra totalmente un cuerpo radiactivo constituido por n
particulas, cuando 7 tiende a infinito, también tiende a
infinito; es una variable cierta.

El tiempo aleatorio en que se desintegra totalmente
el anterior cuerpo radiactivo, es una variable aleatoria
que también tiende a infinito, al tender » a infinito.

La diferencia entre ambas variables anteriores, la
aleatoria y la cierta, cuando » tiende a infinito, tiende a
una variable aleatoria finita, cuyo valor medio es cero
y cuya varianza y demas momentos centrales son
finitos. Esto es lo que vamos a demostrar.

Toda la teoria, incluidos estos resultados, han sido
desarrollados en mi libro “Calculo de Probabilidades y
Procesos Estocasticos” y en mis memorias alli citadas.

La funcidn caracteristica (fc) (p(Z) y la de densidad
de probabilidad f(¢) del tiempo aleatorio que tarda en
desintegrarse una particula, cuando el nimero de
particulas no desintegradas del cuerpo radiactivo es j,
son respectivamente:

. _ e At
— fi(t)=2je™ (1)
Aj

g"/(Z)Zl

Por tanto la fc del tiempo aleatorio que tardan en
desintegrarse las # particulas iniciales, por ser la suma
de n variables aleatorias independientes, es el producto
de las (1) cuando j varia de 1 a n. Es:

<0(Z)=l/:[</),-(2)=1_15 @)
]

El valor medio m( i ) y la varianza 0'2( ]') de (1)
son:

m(i)=75: o ()=7 G

de aqui que el valor medio m y la varianza ¢ de (2)
que son la suma de m(j) y 02(/') cuando j varia de 1
a n, valen:

m=1¥L o=L3L @

Cuando n tiende a infinito la m de (4) también
tiende a infinito y la o> de (4) tiende a un valor finito.
Por tanto cuando » tiende a infinito, también tienden a
infinito el tiempo medio y el tiempo aleatorio que
tardan en desintegrarse totalmente el cuerpo, es decir
todas sus particulas. Ahora bien, la diferencia entre
estos dos tiempos (el aleatorio y el medio que es una
variable cierta) tiende a una variable aleatoria cuyo
valor medio es cero, y su varianza es finita, vale:

o*(0)=L > L 5)

Y= [y je ™5 n=  (©

-1 I_Ti

la exponencial de (6) es por ser el tiempo medio una
variable cierta.

Tomando logaritmos en (6), se obtiene para el loga-
ritmo del producto infinito encerado entre paréntesis el
valor:

- ) =
izz%j-f‘(%z thszr'"} (7

y para la exponencial de (6) fuera del paréntesis, el
logaritmo vale:

N1
—iz) -— (8)
2]

Por tanto el logaritmo de (6) es la suma de (7) y (8):
In'¥(z)=(7)+(8) ©)

que es una serie convergente, lo que demuestra la
propiedad anteriormente enunciada.
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Se puede calcular ‘P(z) exactamente de la siguien-
te manera:

ln‘P(z)——Zln(l——j (10)

por otra parte es:

ln(x+1)=x—x?2+x73...+(—l)k”’;€—k+... (11)
y aplicando (11) a (12)

x:% (12)
se obtiene

; ; 2 iz
~In1-4& |=12 -2 +...+( +.. 1
( l/) Aj 227 kA =
y llevando este valor a (9) se obtiene:

__z_” | _iZ’N iZ'“
ln\P - 222212 3 ﬂu] k ZJIAJA (14)

j=1 j= J=1

que es una serie convergente que da exactamente el
valor de In'¥(z) y por tanto de ¥(z).

Lo anterior levanta una indeterminacion aleatoria
del tipo o — y da su valor verdadero. Lo que hemos
hecho es la solucion de un fenomeno fisico particular,
que se puede generalizar a otros muchos, por lo que
constituye un teorema. Se aplica a todos aquellos casos
en los que una sucesion de variables es tal que su valor
medio tiende a infinito, pero que la varianza y los
demas momentos centrales convergen a numeros
finitos, entonces la diferencia entre la variables
aleatorias de la sucesion y sus valores medios con-
vergen a una variable aleatoria finita de valor medio
nulo.

Nota 2.

LAS CUATRO GEOMETRIAS EUCLIDEAS.

Hilbert en su libro “Los Fundamentos de la
Geometria” axiomatiz6 la geometria euclidea de tres
dimensiones a partir de tres entes no definidos que
llama puntos, rectas y planos, mediante 20 axiomas
igual a 9 + 11. El nimero de entes que utiliza es 3.

En mi libro inédito antecitado introduciendo »-3
entes nuevos y n> mas 11 axiomas en total he con-
seguido axiomatizar el espacio euclideo de n dimen-
siones. Los nuevos entes son los #-3 hiperplanos de
tres a n-1 dimensiones que junto a los tres entes de
Hilbert hacen n.

El problema que me he planteado es el siguiente:
supuesto verdadero todo el saber geométrico acu-
mulado y la axiomatica de Hilbert, averiguar si existen
tres clases de objetos geométricos X,Y,Z, tales que
sustituyendo los puntos, rectas y planos de la
axiomatica de Hilbert por X,Y,Z, las proposiciones que
se obtienen son verdaderas, son auténticos teoremas.
Si existen tales X,Y,Z decimos que hemos obtenido un
nuevo modelo euclideo de la geometria ordinaria o
clasica, en la que los elementos de la Geometria son
los X,Y,Z, que ya no son entes no definidos, sino
objetos definidos en funciéon de los puntos, rectas y
planos. Hemos demostrado que hemos encontrado tres
ternas de X,Y,Z distintos, que guardan entre si las
mismas relaciones que los puntos, rectas y planos de la
axiomatica de Hilbert, de modo que estos X,Y,Z son los

“puntos”, “rectas” y “planos” de tres nuevas geome-
trias euclideas que llamamos segunda, tercera y cuarta.

En la geometria euclidea en el caso de dos dimen-
siones, el “plano” es el plano euclideo del que se ha
suprimido un punto O y se ha afiadido otro que repre-
sentamos por oo que no puede representase en el
dibujo. Las “rectas” son las rectas ordinarias que pasan
por O y las circunferencias que pasan por O; el punto
no representable « es el que es comun a todas las
rectas que pasan por O (O se ha suprimido). A este
plano le llamo plano inversivo incompleto y lo denoto
PI, al plano euclideo lo denoto PE. El ds de PI es coor-
denadas polares planas respecto a O:

ds? = k4<dr2+4r2d(02) )
r
cuyas geodésicas son las “rectas” de PI. La distancia
entre dos puntos 4 y B de PI es igual a la distancia
euclidea entre los puntos 4, y B, inversos de 4 y B en
la inversion de centro O y potencia k*. Los angulos son
iguales a los euclideos. PE es conexo y Pl no lo es.

En tres dimensiones se puede definir una segunda
geometria euclidea, suprimiendo un punto O, de modo
que las “rectas” son las circunferencias y las rectas que
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pasan por O; los “planos” son las superficies esféricas
y los planos que pasan por O, y en cada “recta” se
introduce un nuevo punto oo, irrepresentable, que son
los puntos por los que pasan todas las “rectas” de un
“plano” que pasan por el punto suprimido O. El ds de
este nuevo espacio E/ en coordenadas polares con
origen en O es

k4 dZ 2d02 2 2 0 d 2
gt (r+r +4rsen( )do?) @)

7

Hay una 3* geometria euclidea que llamamos S/,
cuyo modelo vamos a describir. Véase figura 6.

S es una superficie esférica de diametro OA y radio
R, de la que se suprime el punto O. La proyeccion
estereografica desde O, de S sobre el plano A tangente
en 4 a S, es igual a una inversion de centro O y
potencia 4R,

En esta inversion las rectas de A se transforman en
las circunferencias de S que pasan por O (punto que se
ha suprimido). Las “rectas” de S/ son las circunferen-
cias de S que pasan por O (de las que se suprime O) y
puntos son los puntos ordinarios. El ds de S/ es:

R*(dO0* + sen’0dg*
ds* = ( 0 ) 3)
cos™ 3

las geodésicas de (3) desprovistas del punto O, son las
“rectas” de S/, y la distancia entre dos puntos de S/ es
igual a la distancia euclidea entre sus inversos de A.
Véase el fin de esta nota.

Hay una 4* geometria euclidea que llamamos SII.
Las rectas y las circunferencias se transforman en esta
inversion anterior, en las circunferencias de S que
pasan por 4 y desprovistas del punto 4 son las “rectas”
de SII. La métrica es la (4) como veremos en la nota 72,
El PI de A (con A4 suprimido) es la proyeccion estereo-
grafica de S, desde O sobre el plano tangente en 4.

Los puntos y “rectas” de SI 'y SII cumplen los 15
axiomas de Hilbert que fundamentan el plano
euclideo.

Para S/ en el caso de tres dimensiones las “rectas” y
“planos” son las circunferencias y las superficies

esféricas que pasan por O; y para SII las que pasan por
A. Las primeras con el punto O suprimido y las tltimas
con el punto 4 suprimido.

La distancia entre dos puntos de S// es igual a la
distancia entre sus inversos en el P/ de A, medidos con
la métrica (1).

Se pasa de S7 al PE de Ay viceversa, y de SII al P
de Ay viceversa, mediante las inversiones anteriores o
proyecciones estereograficas. Por tanto se puede pasar
de PE, PI, SI'y SII, de uno a otro cualquiera por inver-
siones, ya que se pasa del PE de A al P de A mediante
una inversion de centro 4.

S1I tiene el mismo soporte S que el SI/, solo que en
el primero se suprime el punto 4, y en el segundo el
punto O. En ambos las “rectas” son circunferencias de
S, que pasan por A (suprimido) para SII y por O
(suprimido) para el SI.

Los angulos entre “rectas” son los euclideos.

SII procede de invertir un P/ desde un punto O con
potencia 404 (4 es la proyeccion de O sobre PI, cuyo
punto excluido es el A). Las circunferencias y las
rectas del PI que pasan por A (punto suprimido) que
son las rectas del P/ se transforman en las circunferen-
cias de S que pasan por A (suprimido) que son las
rectas de S/, en la antecitada inversion.

Los resultados anteriores los hemos extendido a »
dimensiones.

También hemos extendido a n dimensiones la
axiomatica de Hilbert expuesta en su libro
“Fundamentos de Geometria” para tres dimensiones,
necesito crear tres entes indefinidos y 25 axiomas.
Para extenderla a n dimensiones hemos necesitado n
entes indefinidos y n” +11 axiomas.

Al extenderla a n dimensiones estas tres nuevas
geometrias euclideas (2%, 3* y 4%), los “puntos”,
“rectas”, “planos” e “hiperplanos” satisfacen la
axiomatica de Hilbert que hemos extendido a n dimen-
siones.

El ds de SII cambiando en (3) 6 por = — 8 es:
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O G
%
C,
0 B
A F
Figura 6
R*(d6* +sen’0dy’
a2 s ) @)
sen4§

La figura 6 representa la seccion de una esfera S de
centro C y radio R; O y A son puntos diametralmente
opuestos; AF' y OG son las trazas sobre el plano del
papel de los planos tangentesen A y O a S. F'y G son
las proyecciones estereograficas de B desde O y 4.

Llamamos 6 al angulo ACB y entonces COB =62,

y:
AF =r; OG=p; rp=4R’ (5)
se tiene que:
_ . ~___2R
r=2Rtan(6/2); p an (0)2) (6)

el ds” del plano tangente a S en A es:

ds*=dr’ +r’d¢g’ @)

Llevando el valor (6) de r a (7) se obtiene (3), que
muestra la equivalencia de la métrica del PE (7) y del
SI.

Si en (7) se hace el cambio de » por p y el cambio
de p por (6) se obtiene:

16R* (dp* + p’dg’
ds® = ( ,04 ) ®)

que muestra que el plano tangente a Sen O esun Pl y
la equivalencia entre la métrica del P/ y de SII. Se
puede extender a n dimensiones.

Nota 3.

LIMITES GEOMETRICOS QUE
IMPLICAN OTROS.

Dada una circunferencia de centro O y radio R, de
ecuacion:

x2+y2=R2 D

la ecuacion general de las circunferencias ortogonales
a(l)es

X+ =2ax-2By+R> =0 (2)

donde o'y BB son la coordenadas del centro de (2). Si
hacemos tender R a cero en (1), la (1) tiende al punto
0, y la (2) tiende al conjunto de circunferencias que
pasan por O, porque

R=0:>(2)=x2+y2—2ax—2,8y=0 ?3)

Los diametros de (1) que son las rectas que pasan
por O se conservan. Por tanto si el limite de una
sucesion de circunferencias concéntricas, cuando el
radio tiende a cero, es O, el limite de la sucesion del
conjunto de circunferencias ortogonales tiende al con-
junto de circunferencias que pasan por O.

Si se invierte con centro O y potencia R’, la
sucesion decreciente de circunferencias cuando R
tiende a cero, se convierte en la sucesion de circunfe-
rencias inversas de las anteriores, que es creciente y
tiene como limite todo el plano, porque sus radios
tienden a infinito, y por tanto todo punto del plano es
interior a una circunferencia de esta sucesion. En esta
inversion los conjuntos de circunferencias ortogonales
a las de la sucesion decreciente, se convierten en las
circunferencias ortogonales a las de la sucesion cre-
ciente y como el limite de las primeras son las circun-
ferencias que tienden a pasar por O (centro de
inversion) sus inversas tienden al conjunto de todas las
rectas del plano, excepto las que pasan por O, las
cuales se conservan. Se sigue que el limite de la
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sucesion de las circunferencias (1) cuando R tiende a
infinito es el conjunto de todas las rectas del plano
excepto las que pasan por O.

Los resultados anteriores son independientes de
que las circunferencias (1) sean reales o imaginarias,
es decir que R’ sea positivo o negativo.

Este resultado es muy importante como se vera en
las notas 4* y 5.

Nota 4.

LAS DOS PRIMERAS GEOMETRIAS
EUCLIDEAS COMO LIMITES DE LAS
GEOMETRIAS ELIPTICA E
HIPERBOLICA CUANDO LA CURVATURA
TIENDE A CERO O A INFINITO.

Es sabido que el interior de la circunferencia
x’+y =R (D

si R es real es el soporte de un plano hiperbdlico, en el
que las “rectas” (lineas geodésicas) son los arcos inte-
riores a (1) de sus circunferencias ortogonales. He
demostrado que también lo son los arcos exteriores y
entonces a diferencia del caso anterior el plano hiper-
bélico no es conexo.

Lo mismo sucede para el plano eliptico en que es
sabido que los arcos interiores a (1) de las circunferen-
cias ortogonales a la circunferencia imaginaria

¥+ +R =1 (2)

y también he demostrado que lo son los arcos exte-
riores y entonces el plano eliptico no es conexo.

De lo anterior y de la nota 3* se sigue el limite de
una sucesion de planos hiperbolicos (o elipticos)
cuando R tiende a infinito es un plano euclideo PE,
caso en que la curvatura del espacio es nula.

Si la sucesion de planos hiperbdlicos (o elipticos)
es tal que R tiende a cero, de la nota 3* se sigue que su
limite es un P/, en cuyo caso la curvatura del espacio
es infinita

En el primer caso los soportes euclideos de los
planos hiperbdlicos (o elipticos) es el interior de (1) y
en el segundo caso es el exterior de (1).

Estos resultados se extienden a tres y a n dimen-
siones.

Nota 5.

TEORIA UNIFICADA DE LAS DOS
GEOMETRIAS EUCLIDEAS Y DE LAS
GEOMETRIAS ELIPTICA E
HIPERBOLICA.

Es sabido que el ds de un plano hiperbdlico o
eliptico en coordenadas polares es

_ dr’ +r2a’go2
P 2
b5

donde el signo menos (7 <R) corresponde al hiper-
bolico y el signo mas al eliptico.

ds’ (M

Si en (1) hacemos R= se obtiene el ds del plano
euclideo.

En el caso de que el plano hiperbolico o eliptico no
sea conexo, entonces en vez de la (1) el ds es:

dr’ + r’de*
g =417’
(1+1)

En el caso de (2) si multiplicamos por

r>R 2)

£
R 3)

se obtiene el ds de un plano homotético, cuya razon de
homotecia es k/R. La (2) se transforma en la

B Kt (dr2 + rzd(pz)
- (rz +R’ )4

2

“4)

ds

y si en (4) hacemos R=0 se obtiene el ds de un PI.

Estos resultados son los mismos que los que obtu-
vimos en la nota 4® por otro procedimiento.
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Este resultado se extiende a tres y a n dimensiones.

La geometria euclidea es mas basica que las no
euclideas, porque existen modelos euclideos de
geometrias no euclideas y en cambio no existen
modelos no euclideos de de la geometria euclidea. Lo
que si que existen so modelos euclideos de la
geometria euclidea ordinaria, como en el caso de tres
dimensiones sobre el propio espacio euclideo o sobre
una hiperesfera de tres dimensiones inmersa en un
espacio euclideo de cuatro dimensiones.

Nota 6.

LA RAZON DOBLE DE DOS
CIRCUNFERENCIAS, DOS ESFERAS Y
DOS HIPERESFERAS.

He llamado razén doble (XX,) de dos circunferen-
cias coplanarias X y X, a la razén doble de las cuatro
intersecciones 4BA4,B, de £ y X, con su didmetro
comun, que si son reales y ¥ es el angulo que forman
sus radios en un punto comun se tiene que:

tan &= |- (4BAB,) = - (22)) (1)

de lo que se sigue que

y 1 D)

1-i(zx) @

De lo anterior se sigue que si dos circunferencias
son tangentes y una es interior a la otra } vale cero, y si
son exteriores V vale 7. Véase la (10) del texto de la
conferencia.

La razon doble de dos circunferencias se conserva
en la inversion. También se puede definir como la
razén doble de los cuatro puntos FGF G, en los que X
y X, cortan a cualquier circunferencia ortogonal a las
dos.

La definicion anterior me ha permitido extender la
definicion de angulo a dos circunferencias que no se
cortan y a una circunferencia real y otra imaginaria.

Una recta A se puede considerar como una circun-
ferencia de radio infinito, cuyo centro es el punto del
infinito de las rectas perpendiculares a ella, lo que me
ha permitido definir la razén doble de una circunferen-
cia £ y de una recta A, tanto si se cortan en que el
angulo es real, como si no se cortan en que el angulo es
imaginario. Véase la (11) del texto de la conferencia.

Asi mismo se puede definir la razén doble de dos
rectas A y A;, como la razéon doble de las intersec-
ciones de A y A, con cualquier circunferencia, cuyo
centro sea la interseccion de A y A,. Véase la figura 5.

También un punto 4 puede considerarse como una
circunferencia de centro 4 y radio cero, por lo que
puede definirse la razén doble de un punto 4 y de una
recta A o una circunferencia X. Si By C son las inter-
secciones de X con su didmetro que pasa por A4 es:

J-(24) = - (BCAA) = V=1 =i 3)

luego la tangente del angulo V" que forman 4 y X vale i,
porque tan(V/2) vale i (3) y por tanto

tanV = -7 2i,2 =i 4
—i

Si el punto esta sobre X entonces (3) es

J-EA) = [-(Baa0) = )

es indeterminada, lo cual significa en este caso que
el angulo que forman X y A4 puede ser cualquiera, la
indeterminacion no puede levantarse como en otros
casos. Por tanto los puntos que son reales, se com-
portan para esta propiedad como las rectas isotropas
que son imaginarias. Respecto a un punto 4 y una recta
A se mantienen los resultados (4) y (5). Hemos
extendido el concepto de dngulo a puntos con rectas y
circunferencias.

La razon doble puede extenderse a dos circunferen-
cias Xy X, sobre la superficie de una esfera S, debido a
que la proyeccion estereografica conserva los angulos
(es un inversion). Se tiene que (£X,) es igual a la razon
doble (I'T;) siendo Iy I'; la proyeccion estereografica
de £ y X, desde cualquier punto de S, aunque estas
proyecciones sean distintas unas de otras, pero se
cortan bajo el mismo angulo.
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Figura 7

También puede definirse (£X,) como la razén doble
de las intersecciones de X y X, con cualquier circunfe-
rencia de S ortogonal a ellas; éstas son las secciones
planas de S por los planos que pasan por los polos Py
P, respecto a S de los planos que contienen a X y X,.
En particular (£X,) es igual a la razén doble de las
intersecciones de X y X, con el meridiano de S que esta
sobre el plano diametral de S que contiene a P y P,
(véase la figura 7). En la figura 7 si llamamos Q y A al
meridiano y al plano diametral, Q es la circunferencia
y A el plano del papel. Los planos que contienen a £y
X, son perpendiculares a A, y lo cortan seglin los
didmetros ABy A,B,de £y X,; Py P, son los polos de
AB y A B, respecto a Q. La proteccion estereografica
de S desde cualquiera de sus puntos, sea el C sobre el
plano tangente en D a S (O es el centro de Sy D el
punto diametralmente opuesto a C) transforma X y X,
en dos circunferencias I" y I'; sobre A de diametros FG
y F,G,. Se tiene que

(ZZI)Z(ABAE):(FGEGI)Z(ITI) (6)

He extendido la razén doble a dos esferas Sy S, de
la que se pueden dar las siguientes definiciones equi-
valentes:

1°). (SS)) es igual a la razén doble (ABCD) de las
intersecciones AB 'y A;B, de Sy S, con su dia-
metro comun.

2°). (SS)) es igual a la razon doble de las dos circun-
ferencias £ y X, intersecciones de S y S| con
cualquier plano diametral comtn a Sy §,.

3°). (SS)) es igual a la razon doble de las dos circun-
ferencias intersecciones de S y S| con cualquier
esfera ortogonal a ambas.

Los resultados anteriores se pueden extender a n
dimensiones, pero no se pueden extender a circunfer-
encias que no estén sobre un mismo plano o la misma
esfera.

Pueden consultarse mis publicaciones. En mi libro
inédito “Geometria de 2 a N dimensiones y Trigono-
metria imaginarias” he realizado una investigacion
muy amplia sobre esta materia.

Nota 7.

ISOMETRIAS ENTRE PE, PI, SI SII.

La proyeccion estereografica de S desde O sobre el
plano A tangente a S en A4 (figuras 6 y 8) es una
inversién de centro O y potencia 4R*.

Llamamos S/ a S suprimiendo el punto O, dotado
de la métrica (3) de la nota 2% en la que las “rectas”
son las circunferencias que pasan por O (suprimido
este punto). La proyeccion estereografica de S sobre A
desde O, es un PE cuya métrica es la (7) de la nota 2°.
Existe una correspondencia biunivoca (biyeccion)
entre S/ y el PE de A, definida por la antecitada
proyeccion estereografica (o inversion). La distancia
entre los puntos de S/ medidos con su métrica, es igual
a la distancia euclidea entre sus homoélogos en el PE de
A. Los angulos entre “rectas” son los euclideos (figura
6).

Llamamos SII a S suprimiendo el punto 4 (figura
8), dotado de la métrica (4) de la nota 2%, en la que las
“rectas” son las circunferencias que pasan por A4



282 Dario Maravall Casesnoves

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 2007; 101

(suprimido este punto). La proyeccion estereografica
de S sobre A, es un Pl cuya métrica es la (8) de la nota
2%, Existe una correspondencia biunivoca entre los
puntos y “rectas” de SII y del PI de A, definida por la
proyeccion estereografica. La distancia entre dos
puntos de SII es igual a la distancia entre los puntos
homologos del PI, ambas medidas con sus métricas.

Existe una correspondencia biunivoca entre los
puntos y “rectas” de S/ y SII, siendo homologos los
puntos diametralmente opuestos de S, en la figura 8
son homologos By B, pertenecen a S/ uno y a SI/ el
otro.

Los angulos entre rectas son los euclideos. Se pasa
de un punto de S7 al homologo de SI/ mediante la susti-
tucién de la coordenada 6:

0= -6 (1)

Por tanto existe una correspondencia biunivoca
entre PE, PI, SI'y SII.

Al igual que se han obtenido en la nota 2* a partir de
las formulas (3), (5) y (6) las equivalencias de las (7) y
(8) con (3), se pueden obtener a partir de la (4) las
nuevas equivalencias de (4). Comparando la figura 6 y
la 8 y como ahora es:

BOA=6/2; BCA=6, OF=r= 2_Re;
tan =
2 @)

AG, :p1:2Rtan%

en la que las dos ultimas son la (6) de la nota 2° inter-
cambiadas, se tiene que llevando a la (4) de la nota 2°
el valor (2) de 6 en funcion de r; y p;, se obtiene:

2 2 2
ds* =di? +ride ds*=16R*SPLTPIAY. 3

1

que corresponde a la métrica del PE en el plano tan-
gente a S en O, y a la métrica del P/ en el plano tan-
gente a Sen 4.

En SI'y en SII la distancia entre dos puntos situados
sobre un mismo meridiano que pasa por O y 4 se
calcula haciendo dp=0 en (3) y (4) de la nota 2%, por lo
que resulta muy fécil la integracion de ds y por tanto el

Figura 8

calculo de dicha distancia. Comparando las dos dis-
tancias en S/ y en SI/ se comprueba la profunda dife-
rencia entre ambos.
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