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RESUMEN

Cervantes —aungue no quiere decir en donde vivia
Don Quijote a principio dd libro—, vadejando caer a
lo largo del texto, con motivo de susvigjes, referencias
acerca de las distancias entre ese lugar de laManchay
otros pueblos, como El Toboso, Puerto Lapice, Sierra
Morena, destinos de sus tres salidas €, incluso, algin
otro. En este articulo pretendemaos demostrar que esas
distancias son consistentes —dentro de unos ciertos
limites— y permiten determinar con bastante fiabili-
dad dicho lugar, teniendo en cuenta que de la lectura
del libro se tiene idea del tiempo empleado por Don
Quijotey Sancho en llegar alos distintos puebl os men-
cionados.

Comentamos algunas de las soluciones posibles,
como lageométrica, asi como labasada en laTeoria de
la Decision Multicriterio, sefialando sus limitacionesy
deficiencias. Ambas sol uciones suponen gque se conoce
la velocidad con la que Rocinante y Rucio cabalgaban
y que ademés ésta es constante en todas las salidas de
D. Quijote. Ambos enfoques estan intimamente rela-
cionados, como se demuestra en €l desarrollo del
articulo.

“En un lugar de la Mancha de cuyo nombre no quiero acor-
darme..”

Desde la primera frase, Cervantes establece el principio que
regula toda la redaccion de ‘El Quijote’: laincertidumbre. Incerti-
dumbre autoral, incertidumbre nominativa, incertidumbre genérica
y, en consecuencia, €l ojo critico de laimaginacién, dandole “una
segunda realidad” alo que pasa por ser “redidad”.

Carlos Fuentes (2005)

La solucion estadistica del problema se revela
como lamejor opcidn puesto que no solamente ordena
los pueblos candidatos a ser € lugar de laManchasin
necesidad de conocer la velocidad ni suponerla cons-
tante, sino que, ademés, permite calcular la probabili-
dad a posteriori de cada uno de ellos —objetivo funda-
mental de este estudio—. También, como subproducto
del modelo estadistico, se puede estimar una cotainfe-
rior de las velocidades a los diferentes destinos.

1. INTRODUCCION

Muchos—curiososy estudiosos— han sido los que
desde la publicacién de la primera parte del Quijote
por Miguel de Cervantes en 1605, han intentado situar
€l lugar de la Mancha dentro del territorio geogréfico
de esa zona. Algunos tedricos de la Literatura han
opinado que ese lugar era puramente imaginario, por
lo que no tendria sentido buscarlo. No obstante, esta
claro que Cervantes —desde la primera frase «En un
lugar de la Mancha de cuyo nombre no quiero acor-
darme [...]», hasta uno de los Ultimos parrafos del
ultimo capitulo de la segunda parte de la novela «Este
fin tuvo e Ingenioso Hidalgo de la Mancha, cuyo
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lugar no quiso poner Cide Hamete puntual mente, por
dejar quetodaslasvillasy lugares de la Mancha con-
tendiesen entre si por ahijarsele y tenérsele por suyo,
como contendieron las siete ciudades de Grecia por
Homero»—, va degjando caer pistas que, aunque no
exentas de inconsistencias en algunos casos, llevan a
convencimiento de que hay realismo geogréafico en la
novela.

De una lectura cuidadosa del Quijote se pueden
obtener los siguientes datos:

a) Ellugar dela Mancha estadentro del Campo de
Montiel (prélogo; Cap. 1; Cap. VII; Cap. LII,
Primera parte y Cap. V11, Segunda Parte).

b) El lugar de la Mancha esta a dos dias de Sierra
Morena (SM), (Cap. XXIX, Primera parte).

c) El lugar de la Mancha esta a una noche y dos
diasde El Toboso (ET), (Cap. XXXVII, Primera
parte).

d) El lugar dela Mancha estd a dos diasy algunas
horas de Puerto L&pice (PL), (Caps. Xl a
XXV, Primera parte).

€) El lugar dela Mancha estd entre un diay medio
y dos dias del Punto Tarfe (Munera) (Cap.
LXXII, Segunda parte).

f)  Lavelocidad de Rocinante/Rucio estd compren-
dida entre los 30 y 35 kms por jornada (Caps.
X1, XXVII, Primera parte).

Al cumplirse, en el afio 2005, e cuarto centenario
de la publicacion del Quijote, un trabgjo llevado a
cabo por un equipo multidisciplinar de laUCM (Parra
et a., 2005) resuelve, desde distintos enfoques (litera-
rios, sociolégicos, topoldgicos, ...), € problema de
situar geograficamente € lugar de la Mancha. En un
segundo trabajo presentado en las XII JAEM (Rios,
Montero y Parra, 2005) se aborda directamente €l
problema desde el punto de vista de la Teoria de la
Decision Multicriterio asociando a cada uno de los
pueblos candidatos a ser €l lugar de laMancha un vec-
tor de discrepancias, construyendo distintas funciones
de valor que se basan en las distancias o métricas
usuales, 1o que conduce a varias posibles soluciones
gue proporcionan distintos drdenes de preferencia de
los pueblos candidatos, teniendo ademas en cuenta los
diversos valores de la velocidad. En los comentarios y
criticas sobre estos enfoques se pone de manifiesto
que, dada la incertidumbre inherente a los modelos

mateméticos y |os datos, se hace necesario emplear un
modelo estadistico para valorar dicha incertidumbre
gue, ademas, permita calcular las probabilidades a
posteriori de cada uno de los pueblos candidatos a ser
el lugar de la Mancha. La cita introductoria del gran
escritor mexicano Carlos Fuentes sobre el papel de la
incertidumbre en el Quijote se nos antoja como una
premonicién para enfocar €l problema de determinar
el lugar dela Mancha desde unadisciplinacomo esla
Estadistica, que tiene como objetivo fundamental el
estudio de aquellos problemas en los que hay presente
incertidumbre en cualquiera de sus formas o mani-
festaciones.

El articulo se estructura de la siguiente manera: en
la seccién 2 se describen los datos que se obtienen de
la lectura del libro, haciendo la salvedad de que los
correspondientes a las jornadas recorridas son sola-
mente aproximaciones y que ademas estos datos con-
tienen incertidumbre, adiferenciade o que ocurre con
las distancias entre los pueblos de origen y los cuatro
destinos, que son precisas. Por razones de espacio y de
complejidad en los modelos estadisticos, en este
articulo no se considera el problema de incluir incer-
tidumbre dicional en el modelo cuando hay datos
inciertos. En laseccién 3 se resumen los enfoques pre-
vios encaminados aresolver € problemay se hace una
breve revision del método geométrico y del basado en
|a Teoria de la Decision Multicriterio, sefialando sus
puntos débiles. En la seccién 4 se proponen tres posi-
bles modelos estadisticos para determinar €l lugar de
la Mancha. Usando técnicas de seleccion de modelos
se elige el megjor de ellos, se estiman sus parametrosy,
finalmente, se calculan las probabilidades a posteriori
de los pueblos candidatos. Por Ultimo, en laseccién 5,
se plantean brevemente las posibles extensiones del
model o bésico.

2. DESCRIPCION DE LOSDATOS

Tal como se ha explicado en la introduccién, se
tiene una idea aproximada de las jornadas que necesi-
taron las cabalgaduras en las tres salidas a Puerto
Lapice, SierraMorenay El Toboso, mas la correspon-
diente a denominado punto Tarfe que Parra et al.
(2005) sittan finamente en Munera. Estas jornadas,
medidas en dias, las representamos por € vector d=
(dy, d, dg, d,), donde d; =2.25, d,= 2.00, d3=2.50 y
d,=1.75.
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Pueblos PL | SM | ET | MU Pueblos PL (SM | ET | MU
Albadalejo 968 | 532 | 995 | 544 Ossa 744 | 880 | 640 | 240
Alcubillas 700 | 484 | 844 | 644 Puebla P. 960 | 516 | 1040 | 648
Alhambra 596 | 652 | 676 | 51.2 Ruidera 648 | 808 | 596 | 356
Almedina 892 | 520 | 976 .51 2 S. C. Caiia. - 924 | 596 | 968 | 552
Argamasilla 400 | 848 | 432 | 532 Solana 472 | 616 | 660 | 656
Cafamares BOE | 736 | 87.2 | 400 Terrinches 956 | 60.4 | 100.0| 568
Carrizosa 676 | 636 | 736 | 492 T. J. Abad B9.2 | 452 | 1020 | 70.8
Castellar 884 | 228 | 1006 | 880 Torrenueva 760 | 268 |1008| 876
Cozar 812 | 448 | 940 | 660 Villahermosa B20 | 648 | B44 | 464
Fuenllana 776 | 596 | 836 | 5186 Villamanrique 852 | 45.2 | 1064 | 70.4
Membrilla 408 | 620 | 668 | 748 Villa Fuente 864 | 760 | 932 | 416

Montiel B6E | 628 | 900 | 498 Villa Infantes 764 | 544 | 856 | 568

Tabla 1. Distancias en kms, medidas en linea recta, de los veinticuatro pueblos candidatos a los cuatro destinos. Fuente: Mapa de

carreteras Michelin 576 Regional Espafa.

Por otra parte, no se conocen con precision las dis-
tancias reales a los cuatro destinos desde los veinti-
cuatro pueblos candidatos a ser el lugar de la Mancha
a no saber con seguridad los caminos y veredas de la
época gue conducian a estos destinos. Por €llo, en esta
primera aproximacion a problema, hemos tomado
como datos las distancias en linea recta desde el
pueblo de origen al destino, ya que son faciles de
medir y constituyen una cota inferior de las distancias
reales recorridas. Los datos, en kilémetros, se han
obtenido de laguiaMichelin y aparecen en laTabla 1.

Otradternativaalas distancias entre pueblosy des-
tinos es considerar los datos de las coordenadas
geogréficas de los veinticuatro pueblos candidatos y
de los cuatro destinos. Esta informacion, expresada en
coordenadas cartesianas tomando como origen de
coordenadas Sierra Morena, se recoge en la Tabla 2,
aungue las coordenadas de |os destinos no aparecen en
ésta. Obviamente de la Tabla 2 se deducen las dis-
tancias de la Tabla 1. Reciprocamente, a partir de esas
distancias también se pueden calcular las coordenadas
geogréficas, salvo errores de redondeo.

El por qué considerar ambas fuentes de infor-
macion se explica por la formulacién estadistica del
problema que se expone en la seccion 5.

Todos los pueblos que aparecen en la Tabla 1,
exceptuando Argamasilla de Alba, estaban situados en
la época de Cervantes en el Campo de Montiel. La
razon de que hayamosincluido Argamasillade Albaen
€l estudio es sobre todo histéricay tiene como fin con-
firmar, mediante el andlisis estadistico que se describe
en la seccion 2, la imposibilidad practica de que
Argamasilla fuera el lugar de la Mancha. No
olvidemos que Rubén Dario y Azorin, con motivo del
tercer centenario de la publicacién de la primera parte
del Quijote, determinaron gque la cuna de don Alonso
Quijano eraArgamasillade Alba, pero sin dar explica-
ciones objetivas del por qué.

Acercadelavelocidad de las cabalgaduras, aunque
existen datos dentro del propio texto del Quijote que
dan unaideade cual podriaser ésta, tal como se sefiala
en € apartado f) de la introducciéon y en Parra et al.
(2005), no se han utilizado en este trabajo por varios



254 Fco. Javier Girén Gonzdlez-Torre et a.

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 2008; 102

Pueblos x ¥

Pueblos = x y

Albadalejo 5950 2158 Ossa 65.01 59.4‘3-
Alcubillas - 31.838 | 36.20 Puebla P. - 49.20 | 15.94
Alhambra - 38.78 | 52 .41 Ruidera - 53.25 | £0.58
Almedina - 47.00 | 2235 | 5.C. Cafla. - 54.83 | 2368
Argamasilla 3514 77.21 Solana | 2288 | 57.13
Cafiamares | 64.5‘9. 3531 | Terrinches | 56.860 | 20.76
Carrizosa - 43.65 | 4518 | T.J. Abad - 3?.5{!!. 17.97
Castellar - 18.07 | 12.84 | Torrenueva - 11.80 | 24.09
Cozar - 36.66 | 26.04 Uillahermosal 54.02 | 36,04
Fuenllana - 4717 | 36.29 Uillamanrique. 43.17 | 13.53

Membrilla 13.18 | 60.37 | Villa Fuente 69.65 30.56

Montiel 54.99 | 30.63 | Villa Infantes | 42,10 3430

Tabla 2. Coordenadas de los 24 pueblos: Origen de coorde-
nadas Sierra Morena (Venta de Cardenas). Fuente: Mapa de
carreteras Michelin 576 Regional Espafa.
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Figura 1. Mapa del Campo de Montiel que se guarda en la
Real Academia de Historia de Madrid y corrige un error de
orientacién del original. Cortesia de la Real Academia de
Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales.
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Figura 2. Campo de Montiel, en la actualidad, en el que
ademas se muestra Argamasilla de Alba. Las coordenadas de
los pueblos, en kms, se toman considerando como origen de
coordenadas Sierra Morena (Venta de Cardenas), que no
aparece en la Figura.

motivos. En primer lugar, la velocidad depende no
solamente de los destinos sino también, a menos en
principio, de los pueblos de origen y puede ser bas-
tante variable. En segundo lugar, y este es e motivo
principa para no incluirla como parametro conocido,
es que en € modelo estadistico que proponemos en la
seccion siguiente para determinar el lugar de la
Mancha —que incluye como parametros subsidiarios
las diferentes velocidades— no es necesario conocer
éstas.

No obstante, como subproducto del modelo estadis-
tico considerado, cuya finalidad primordial —no lo
olvidemos— es estimar probabilisticamente el lugar
de laMancha, también se puede dar una estimacion de
la cota inferior de las velocidades de las cabalgaduras
gue es consistente con las estimaciones de los
expertos. En Parra et al. se puede leer que los estu-
diosos de este tema han establecido que la velocidad
de Rocinante/Rucio estariacomprendidaentrelos 30y
35 kms por jornada.

LasFiguras 1y 2 representan €l mapahistéricoy la
situacion actual del Campo de Montiel, respectiva-
mente; en la Figura 2 se ha incluido, como hemos
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comentado, € pueblo de Argamasilla de Alba, situado
a norte del Campo de Montidl.

3. NUEVOSENFOQUESAL PROBLEMA
DE DETERMINAR EL LUGAR DE LA
MANCHA

Desde hace 400 afios se viene intentando encontrar
el lugar de la Mancha de cuyo nombre no quiso acor-
darse Cervantes. Las soluciones a problema han ido
desde las cabalisticas, como por gjemplo el lugar debe
tener tantas letras como afios la esposa de Cervantes
al casarse, hasta las sociolégicas derivadas, por
gemplo, del estudio de las condiciones y caracteris-
ticas que se describen en €l texto cervantino. (Parra et
al., 2005).

Soluciones mas consistentes se basan en considerar
la determinacién de El lugar de la Mancha como el
enunciado de un problema geométrico de determi-
nacion de un punto o lugar geométrico (de cuyo
nombre Cervantes no quiso acordarse), dadas las dis-
tancias desde dicho punto a tres/cuatro lugares (de
cuyos nombres Cervantes si se acordd) o, como hemos
explicado anteriormente, conociendo las coordenadas
geogréaficas de los pueblos candidatos y 1os destinos de
losvigjes.

Otraposibilidad, es considerar el problemadesde el
punto vista de la Teoria de la Decisién Multicriterio
gue es, como comentaremos, complementario del en-
foque geométrico.

El principal inconveniente de estos dos procedi-
mientos es que consideran la misma velocidad de
marcha a cada uno de los cuatro destinos y, ademas,
ésta debe suponerse conocida.

Otro inconveniente —aunque quizas menor—, es
gque estas soluciones solamente proporcionan una
ordenacion de los pueblos, encaminada a determinar
cudl de €ellos podria ser e lugar de la Mancha pero, a
ser la solucion puramente ordinal, ésta no proporciona
una medida objetiva facilmente interpretable de la
misma.

La solucién que proponemos como mas satisfac-
toria, que se estudia en la seccion 5, es considerar €

problema como uno en el que hay incertidumbre en €l
modelo matemético que relaciona los pueblos can-
didatos con los cuatro destinos y, por consiguiente, se
hace necesario adoptar un procedimiento estadistico.

Como veremos, las ventgjas del enfoque estadistico
son: primera, que no es necesaria la hipotesis de
velocidad constante a todos |os destinos, ni siquiera
gue ésta sea conocida, pues el modelo estadistico mas
adecuado nos permitira comprobar que, en efecto, las
vel ocidades dependen solamente del destino; segunda,
gue permite eliminar del estudio siete de los veinti-
cuatro pueblos candidatos a ser € lugar de la Mancha
y, tercera, nos da la medida de laincertidumbre acerca
del lugar de la Mancha en términos de probabilidades
(una escala de medir la incertidumbre mucho méas
precisa que una simple escala ordinal, que es la que
proporcionan |os otros dos enfoques).

4. LA SOLUCION GEOMETRICAY LA
BASADA EN LA TEORIA DE LA DECISION
MULTICRITERIO

La solucion geométrica del problema consiste, tal
como puede apreciarse en laFigura 3, en trazar circun-
ferencias con centro en cada uno de |os cuatro destinos
y radios proporcionales a la velocidad de las cabal-
gaduras v hasta que éstas —las circunferencias— se
intersequen, si acaso esto ocurriese, aunque sea de
forma aproximada. Esta solucion supone que la
velocidad a los cuatro destinos es la misma. En la
Figura 3 se apreciaque paraunavelocidad v de 30 kms
por jornada aproximadamente, las cuatro circunfe-
rencias confluyen en un punto muy proximo a
Carrizosa, con lo cual, en principio, la solucién
geométrica del prablema de localizar e lugar de la
Mancha seria el pueblo de Carrizosay la velocidad de
las cabalgaduras se situaria en unos 30 kms por
jornada aproximadamente, suponiendo que fuesen en
linearecta.

Sin embargo, si examinamos con mas detalle €
procedimiento geométrico, se puede comprobar que
para vel ocidades mayores que 30 kms por jornada, las
cuatro circunferencias no se intersecan en un mismo
punto, sino solamente tres de ellas e incluso en este
caso, de modo aproximado. La que tiene su centro en
Sierra Morena (de color verde), se algja del punto de
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confluencia de las otras tres a medida que la vel ocidad
aumenta. Como acabamos de comentar, estas Ultimas
circunferencias solamente se intersecan de modo
aproximado en un punto, dibujando unatrayectoria, tal
como se representa en la Figura 4, que va desde
Carrizosa para una velocidad de 30 kms por jornada,
hasta un punto proximo a Villanueva de los Infantes
para una velocidad de 35-36 kms por jornada aproxi-
madamente. Esto pone de manifiesto que el considerar
una velocidad constante para los cuatro destinos no
parece una hipétesis razonable. Intuitivamente, la
velocidad en el camino hacia Sierra Morena deberia
ser menor que la de los otros destinos.
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Figura 3. llustracion de la solucién geométrica. El punto de
interseccion aproximado de las cuatro circunferencias se
obtiene para una velocidad v =30 kms por jornada.

De lo anterior podemos entresacar algunos comen-

tarios y posibles deficiencias de la solucion geomé-
trica:

1°.  El suponer que los cuatro recorridos se realizan

con velocidad constante no parece razonable. La
velocidad para llegar a Sierra Morena (SM)
deberia ser menor que las demés.
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Figura 4. Trayectoria (en negro) de la interseccién de las tres
circunferencias con origen en Puerto Lapice, El Toboso y
Munera, al variar la velocidad de 30 a 36 kms por jornada. La
circunferencia con origen en Sierra Morena no pasa por el
punto de interseccién de las otras tres para velocidades supe-
riores a 30 kms por jornada.
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El suponer que los recorridos se realizan en
linearecta—Ilo que justificaria utilizar la distan-
ciaeuclidea en la solucién geométrica— tampo-
co parece razonable. Hay destinos a los que
puede ser mas complicado Ilegar, como por
giemplo Sierra Morena.

En cualquier circunstancia, si parece razonable
que las velocidades podrian estar comprendidas
entre 28 y 36 kmg/jornada.

L os puebl os situados aproximadamente en el gje
Norte-Sur de la Figura 4, desde Alhambra hasta
Cézar, pasando por Alcubillas, Fuenllana y
Villanueva de los Infantes, serian candidatos a
ser el lugar de la Mancha desde la perspectiva
geométrica.

El otro enfoque al problema, basado en laTeoriade
la Decision Multicriterio, lo podemos resumir de la
siguiente manera, de modo que no sea necesario deta-
Ilar dichateoria, sino simplemente adaptarla a nuestro
problema.

Para €ello, a cada uno de los veinticuatro pueblos
candidatos a ser € lugar de laMancha P, y a cada va
lor delavelocidad en linearectav, sele asigna un vec-
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tor de discrepancias o(P, V)= (61(V), 64(v), d5(V),
04(v)) —o decriterios, en el lengugje delaTeoriadela
Decision Multicriterio—, que representa las distancias
euclideas de un punto genérico del Campo de Montiel
P a cada una de las cuatro circunferencias considera-
das en la solucién geométrica, que en cierto modo
mide las discrepancias de cada pueblo candidato a
cada destino, para cada velocidad v, tal como se puede
ver en laFigurab.

La solucién del problema se reduce ahora a com-
parar u ordenar estos vectores, 10 que no es inmediato,
salvo que haya dominancia coordenada a coordenada
y, en este caso, elegir aquel pueblo que minimice todas
las coordenadas 1o que, en general, no es factible ni
siquiera en nuestro caso.

Si para algun pueblo P y una cierta velocidad v €
vector de discrepancias fuese el vector nulo (0, 0, 0, 0),
ese pueblo seriala solucién del prablema. En lenguaje
de la Teoria de la Decision Multicriterio, esa seria la

Ll

Figura 5. Discrepancias asociadas a cada lugar del Campo de
Montiel y a cada uno de los cuatro destinos, en funcién de la
velocidad v de las cabalgaduras.

solucion que domina a cualquier otra, a ser las dis-
crepancias cantidades positivas.

Pero, en general, la dominancia no ocurre para
ningun pueblo P ni paraningln valor delavelocidad v.
Ni siquiera para ninguin punto del Campo de Montiel.

Cuando no hay dominancia —el caso mas fre-
cuente—, las posibles soluciones se basan en construir
o considerar unafuncion devalor Z(6 (P, v)) que asocia
acadapueblo Py a cadavelocidad v un nimero positi-
VO que permita comparar, en nuestro caso, 1os veinti-
cuatro pueblos.

En la literatura sobre la Teoria de la Decision
Multicriterio se pueden encontrar diversas funciones
de valor. Entre las mas utilizadas, tenemos las si-
guientes:

Zd (v )G, (v )8, (v )8, (v ) ) =6, (v)+d, (v )+ d, (v )+ d,(v),

Z.(8,(v )8, (v ).8,(v).8,(v))=6,(v) +8.(v) +8,(v) +8,(v).
Z(8,(v)d,(v).8,(v).8,(v))= max {5, (v).8, (v).8, (v ).8,(v)}

En laFigura 6 se presenta una solucion del proble-
ma cuando la velocidad se supone constante e igual a
34 kms por jornaday lafuncion de vaor utilizadaesla
Z,. Paracada pueblo, se calcula el vector de discrepan-
cias y en la Ultima columna se calcula la funcién de
valor para cada uno de los pueblos, que en este caso es
la suma de las discrepancias. La solucion seria el
pueblo parael cual esafuncion fuese minima. En nues-
tro gjemplo, con los datos anteriores, éste seria
Millanueva de los Infantes ya que hace minima la fun-
cion devaor Z; para esa velocidad.

Los inconvenientes de la solucion basada en la
Teoria de la Decision Multicriterio son similares a los
de la solucién geométrica:

1°. El suponer gue los recorridos se realizan con
velocidad constante no parece razonable.

2°.  El suponer que los recorridos se realizan en
linea recta tampoco parece razonable.

3. La solucion depende de la velocidad que, por
otra parte como ya hemos comentado, se supo-
ne igua para los cuatro destinos, que no se
conoce.

4°.  Lasolucién depende, a priori, de la funcion de
valor que se elija para ordenar, aungue afortuna-
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damente hay cierta robustez en la solucion, es
decir, no depende excesivamente de la funcion
devaor elegida.

La figura 7 ilustra la intima relacion que existe
entre la solucion geométricay labasadaen laTeoriade
la Decision Multicriterio, para una velocidad v de 33
kms por jornaday funcion devalor laZ;.

5. EL ENFOQUE ESTADISTICO

En los dos enfoques de la seccidon anterior para
localizar €l lugar de la Mancha, los datos que se uti-
lizan son exclusivamente los de laTabla 1, pues ambos
dependen de las distancias de los veinticuatro pueblos

alos cuatro destinos y, obviamente, de la duracion de
las jornadas para desplazarse a estos.

Sin embargo, la perspectiva de optar por un enfo-
gue estadistico, nos ofrece las dos posibilidades com-
plementarias:

12 Considerar como datos la duracion de las jorna-
dasy las distancias de | os pueblos alos destinos
dados en la Tabla 1, que serédn importantes para
estimar los pardmetros del modelo estadistico,
gue es el paso previo y necesario para dar solu-
cion probabilistica a la pregunta basica de cual
es el pueblo mas prabable de ser €l lugar de la
Mancha. Este punto de vista proporciona, ade-
maés, estimaciones de la cotainferior delasvelo-
cidades a los cuatro destinos.

Albadalejo
Alcubillas
Alhambea
Almedina
Argamasilla
Cahamares
Carrizosa
Castelar
Cozar
Fuenliana
W mibsrilla
Montie

Velocidad=34 kmajjomada
O=5a
Puebila P.
Ruldera
5. C. Cafia
Saolana
Terrinches
T. J. Abad

Torrenuava

Villahermosa

Villamanrigue

Villa Fuenie

Villa Infantes

=M ET Mu
20 44 472 1432 488 44,35
641 18.76 078 485 380
1667 280 1764 813 45,24
1200 1566 12,31 1.89 4305
36 51 16683 Mt 630 01 4
1329 SER 169 | 40.13
a76 445 1158 1028 3504
11.92 4509 2454 2872 110,20
4.82 2304 B.A2 576 4343
2 249 161 B7 £
35 T 620 18.42 15,3 75.60
10 48 5 470 560 2683
1.81 2012 21.19 35,21 78.33
18 56 16.26 18.81 552 6017
1208 1265 25,18 24 27 74,20
1558 827 1158 406 980
518 B 46 1915 518 B1
1698 771 1465 268 4445
1350 24723 16,70 .81 £ 34
034 4113 1584 18 X2 8533
563 307 0ra 12.65 2235
18 o1 2276 2107 11.10 73,84
2016 805 1762 5362
013 1370 031 264 16,77

Figura 6. Ejemplo de aplicacion de la Teoria de la Decision Multicriterio cuando la velocidad v es de 34 kms por jornada y la funcién
de valor es la Z;, que da como solucién 6ptima el pueblo de Villanueva de los Infantes.
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Figura 7. Relacion entre el enfoque geométrico y el basado en la Teoria de la Decisién Multicriterio. Comparacién cuando la veloci-

dad v es de 33 kms por jornada y la funcion de valor es la Z,

22 Considerar como datos bésicos la duraciéon de
las jornadas y las coordenadas de los pueblos
respecto de un cierto origen de coordenadas,
dados en la Tabla 2. Para €llo, hemos elegido
como origen de coordenadas la Venta de Car-
denas situada en Sierra Morena por ser el lugar
geografico situado mas al sur y a oeste respec-
to del Campo de Montiel. Los resultados que se
obtienen son, obviamente, independientes de la
eleccion del origen. Este punto de vista alterna-
tivo es Util para calcular las probabilidades a
posteriori de cada pueblo de ser el lugar de la
Mancha, objetivo principal de cualquier estudio
sobre e tema.

El enfoque que describimos en esta seccion es
totalmente general en lo que se refiere a nimero de
pueblosy de destinos.

Supongamos, pues, que hay m pueblos de origen a
ser candidatos al lugar de la Manchay k destinos. Los
datos que se conocen son:

1. d=(d,..., ..., d, donde d; representa la jor-
nada empleada por las cabalgaduras desde €
posible lugar de la Mancha hasta e destino j-
ésimo.

2. Xx; representa la distancia euclidea entre € i-

ésimo pueblo de origen y € destino j- ésimo.

L os pardmetros que interviene en el modelo son:

3. 0=(04,..., 0,,..., 6 punto del espacio paramé-
trico Q =R"™, donde OJ- representa la distancia
euclidea desde un punto genérico —no necesa-
riamente un pueblo— cualquiera del mapa del
Campo de Montiel y sus entornos a destino j-

ésimo.
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4. v, representa la velocidad de las cabalgaduras
en kms/jornada, desde un pueblo genérico arbi-
trario 6 d destino j-ésimo.

5 7, representa el factor de inflacion de la distan-
cia desde un pueblo genérico arbitrario 6 a des-
tino j-ésimo. Representa el factor (mayor que 1)
que hay que aplicar a la distancia euclidea 6
para obtener la distanciareal entre el pueblo 6y
el destino j-ésimo.

6. o2 esun factor de variabilidad.

La ecuacion basica que han de cumplir los datos y
los parametros es la siguiente, que nos dice que ladis-
tanciareal recorrida entre el pueblo i-ésimoy €l desti-
no j-ésimo es aproximadamenteigual al producto de la
velocidad por lajornada correspondiente, es decir:

7/0)‘1 VedJyYG

~v(,d paratodo (5.1)
i=1,..,mj=1, '

kyGeQ

Tenemos, por consiguiente, una Unica observaci on
d que depende de los parametros 6, v, , Yo, ¥ o?, que
mediria el grado de aproximacion de Iaformula (5.2).
El modelo estadistico que proponemos basado en esta
formula, es el siguiente: Paraj=1,..., k setiene

d,|6,.v,.7,.6°~ N(d, |,” ,ﬁ 0,00} ). (52)

La justificacion del modelo se basa en que la
hipétesis sobre la esperanza de d; se corresponde con
la ecuacion (5.1), mientras que la varianza de la obser-
vacion d; depende del factor de varianza o’y del
parametro 6;, de tal forma que el coeficiente de
variacion no dependa de éste Ultimo. Es decir, estamos
suponiendo que a las distancias méas largas corres-
ponde mayor variabilidad que alas mas cortas.

La dltima hipétesis sobre el modelo, que representa
gue las salidas son independientes, es que para j=
1,..., k las dj son condicionalmente independientes,
con lo cual el modelo (5.2) se puede escribir como una
normal k variante

d|oM,0'~ N, (d|M,0.5°D(0)),  (53)

donde M, es una matriz diagonal de dimensiones kx kK,
en la que cada elemento de la diagonal principal es
Yo Zv y D(6) es una matriz diagonal de dimensiones
kxk, cuyos elementos son 6;.

El primer paso para obtener las probabilidades a
posteriori de los m pueblos candidatos a ser € Iugar de
la Mancha es estimar |os parametros Vo Yo, Y o’ del
modelo con los datos d; y xIJ La hlpotess de indepen-
dencia, paratodo i = l .myj=1..., k, es de todo
plausible en nuestro caso, de modo que tenemos el
modelo

d,|x vy ¥p 07~ N (d, |13, 0] } (5.4)

donde u;=y;/v;. Definiendo los nuevos datos
y; =d,/x;, € modelo anterior lo podemos escribir
como

¥, |,-f1'.,.-g: ~ N [Il‘“ |,I!,I_.-I.'T :}. (55)
La primera conclusion gque se extrae del modelo (5.5)
es que los parametros v;; y %; no son identificables
—solamente lo son los p;—, de modo que no se
pueden estimar por separado, a no ser gque se tenga
informacion a priori sobre ellos.

Como &l nimero de parémetros de (5.5) esmuy ele-
vado, mx k —casi tanto como €& de observaciones—,
establecemos las siguientes hipdtesis simplificadoras
sobre los 1;; que dan lugar a tres model os posibles.

i) M=K, es decir, e cociente entre el factor de
inflaciény lavelocidad es constante y no depen-
de ni del origen ni del destino.

i) W=, es decir, & cociente entre e factor de
inflacién y la velocidad solamente depende del
destino j-ésimo.

iii) W= o5+ B, es decir, la contribucion del origen
i-ésimoy del destino j-ésimo a cociente entre el
factor de inflacion y la velocidad se supone
Separable y aditiva.

L os tres model os paralos datos y;;, de menos amas
complejo, se corresponden con un modelo normal
ordinario, un ADEVA de una viay un ADEVA de dos
vias, respectivamente.

Los datos se analizaron paralostres modelosy tras
eliminar las siete observaciones anGmalas por pueblos,
béasicamente coindidentes para los tres modelos, y
comprobar la homogeneidad del factor de varianza o
paralos destinos, se aplico latécnica bayesiana descri-
ta en Girén, Moreno y Martinez (2005) para selec-
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cionar el mejor de los tres modelos, que resulto ser e
segundo, es decir

_I.'__I|j!__.ﬂ"'u N {_1'__,|;tl_.01] para
i=1,.,nf; j=1Kk,

(5.6)

donde nf es el nimero de pueblos una vez eliminados
los anémal os que resultaron ser, por orden lexicogréfi-
co: Argamasilla de Alba, Castellar, Membrilla, Ossa,
Ruidera, Solanay Torrenueva.

La seleccion del segundo modelo como el que
mejor describe los datos es muy ilustrativaya que basi-
camente implica que la velocidad de las cabalgaduras
ylo € factor de inflacion solamente dependen del des-
tino y no del pueblo de origen; ademés, a rechazarse
también el primer modelo, la velocidad no se puede
suponer constante para todos | os destinos, como refle-
jan las estimaciones.

El andlisis bayesiano del problema arroja los si-
guientes resultados sobre las cotas inferiores de las
velocidades a los cuatro destinos, representada por
v, =1/u;, paraj=1, 2, 3, 4, que se obtienen haciendo
%= 1paratodoj.

Estas estimaciones, basadas en lamoda v;, y en la
mediaarmonica V; de sus correspondientes densidades
a posteriori, expresadas en kilémetros por jornada,
son, respectivamente:

v, =31.01.
, ¥, =31.09.

Aungue no debe sorprendernos, llama particular-
mente la atencion el hecho de que la cotainferior dela
velocidad a Sierra Morena sea menor que a resto de
los destinos, probablemente debido ala mayor dificul-
tad del camino. Ademas, estas estimaciones son con-
sistentes con la velocidad que Cervantes sugiere
implicitamente en la primera parte del Quijote.

La informacion sobre el parametro 6 vendria dada
por su distribucion a posteriori que, por cierto, no es
una distribucion estéandar a la que hemos denominado
t-multivariante invertida. La moda 6 y la media
armonica 6, de esta distribucion son, respectivamente

6 =(78.18,54.68,84.75,52.01) y
6, = (83.19, 56.80, 89.90, 54.40).

Estas estimaciones, que representarian la distancia
desde el punto o lugar ideal alos cuatro destinos, sir-
ven para localizar geométricamente el lugar de la
Mancha, tal como seilustraen laFigura8.

Finalmente, a partir de esta distribucion también se
pueden calcular las probabilidades a posteriori de cada
uno de los m pueblos candidatos a ser e lugar de la
Mancha, que se presentan en la Tabla 3, en la que
observamos que Villanueva de los Infantes es el
pueblo mas probable seguido, muy de cerca, por
Fuenllana

Como comentdbamos a principio de esta seccion,
la otra alternativa para determinar el lugar de la
Manchaera utilizar el enfogque de coordenadasy cal cu-
lar la densidad a posteriori de éstas. La Figura 9 repre-
senta las curvas de nivel de esta densidad a posteriori

1 hegar de la Mamcha

58

Figura 8. Representacion geométrica de la estimacion del
lugar de la Mancha usando la media arménica como esti-
mador de los parametros 6;, que son los radios de sus respec-
tivos circulos. Las coordenadas del lugar, de acuerdo con el
convenio de tomar como origen de coordenadas Sierra
Morena vy las distancias expresadas en kms, son aproximada-
mente (48.6,30.4).
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Figura 9. Representacion geométrica de las curvas de nivel de
la densidad a posteriori de las coordenadas del lugar de la
Mancha. El lugar mas probable es la moda de la densidad a
posteriori (representada por un punto gris). Las curvas de nivel
se corresponden con los contornos de las regiones de maxima
densidad a posteriori de contenido probabilistico 0.50 (en
azul) y 0.95 (en rojo).

—regiones de méxima densidad a posteriori de con-
tenido probabilistico 0.50 (en azul) y 0.95 (en rojo)—
gue permiten identificar el lugar méas probable, repre-
sentado por un punto gris, asi como determinar las
probablidades a posteriori de los veinticuatro pueblos,
a partir de esta funcion de densidad. Como puede
deducirse de laFigura 9, los pueblos mas cercanos ala
moda —el hipotético lugar de la Mancha mas proba-
ble— son Villanueva de los Infantes, Fuenllana,
Montiel y Santa Cruz de Cafiameros. Estos cuatro
pueblos suman mas del 57 % de la probabilidad de que
alguno de ellos sea € lugar de la Mancha. Nétese que
estan contenidos en la region de méxima densidad a
posteriori de contenido probabilistico 0.50, cuyo con-
torno esté sefialado en azul. Tambien cabe destacar que
los siete pueblos clasificados como anémalos por €l
modelo estadistico estan muy alejados de laregion de
maxima probabilidad a posteriori de contenido proba-
bilistico 0.95, cuyo contorno esta sefialado en rojo.

5. CONCLUSIONESY POSIBLES EXTEN-
SIONES DEL MODELO ESTADISTICO

Aungue & andlisis bayesiano de datos positivos con
modelos normales, como hemos hecho con los datos
del Quijote, tiene la ventaja de permitir obtener resul-
tados analiticos, un andlisis mas gjustado a la realidad
emplearia modelos estadisticos para los datos con
soporte positivo como, p. g., los modelos gamma o
gammerinvertido. Hemos realizado un andlisis anao-
go a aqui presentado con estos modelos, que no
incluimos por razones de espacio y por su mayor com-
plegjidad —ya que este andlisis requiere técnicas
bayesianas basadas en métodos MCMC—, que
conduce a resultados similares a los obtenidos con los
modelos normales.

Otro aspecto de gran interés que of recen estos datos
es el elevado nimero de observaciones andmalas
—siete pueblos de un total de veinticuatro que estan

Pueblos Probabilidades Pueblos Probabilidades
Villa Infantes 0.17444 Villamanrique 0.00432
Fuenllana | 017022 Alhambra 0.00336
Montiel | 0.11654 Villa Fuente | 0,00317
5. C. Cana | 011314 Canamares | 0.00315
Almedina 0.08237 T. J. Abad 0.00148
Terrinches 0.07866 Solana 0.00000
Villahermosa 0.07073 Ruidera 0.00000
-Albaladeiun 0.06446 Membrilla 0.00000
Alcubillas 0.03383 Torrenueva 0.00000
Carrizosa 0.03265 nrgamasilla. 0,00000
Puebla P. 0.03223 Ossa 0.00000
Cozar Q.01525 Castellar 0.00000

Tabla 3. Probabilidades a posteriori de cada uno de los 24
pueblos candidatos a ser el lugar de la Mancha, ordenadas en
orden decreciente. Las probabilidades menores que 0.00001
se han redondeado a 0.
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concentrados en una érea geografica relativamente
pequefia— que se debe fundamentalmente a que los
datos no se han obtenido a partir de un disefio
estadistico previamente planificado. Obviamente,
como revela la Tabla 3, estos datos se identifican con
los pueblos mas improbables de ser el lugar de la
Mancha.

Por udltimo, la inclusion de incertidumbre en la
duracion de las jornadas d y en las distancias reales
entre los pueblos de origen y los destinos (mayores,
por definicion, que las x;), asi como la incorporacion
de informacién a priori sobre los factores de inflacién
y las velocidades se deja, como en el Quijote, parauna
segunda parte..., aungue esperamos no tardar diez
anos en escribirla, como le sucedié a Cervantes.
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