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INTRODUCCION

Con la expresion “representacion visual”, quere-
mos indicar la plasmacién en una superficie de la
realidad tridimensional que percibimos visualmente.
Esta plasmacion se ha realizado a lo largo de la
Historia de diversos modos: desde el dibujo y la
pintura, hasta el disefio por ordenador, pasando por la
camara oscura, la fotografia y el cine. En todos los
casos la realidad tridimensional es reducida a una
imagen bidimensional.

Existen dos modos bésicos de hacer esa reduccion:
el primero es que se parezca a lo que nosotros vemos.
De hecho nuestros ojos, y nuestro cerebro que inter-
preta lo que vemos, realizan esa correspondencia entre
la realidad tridimensional y su imagen bidimensional.
El segundo procedimiento consiste en que lo que plas-
memos en dos dimensiones tenga unas claves que nos
permitan reconstruir la realidad tridimensional. Esta es
la idea de los distintos tipos de mapas y de la
Geometria Descriptiva en general. En este pequefio
trabajo vamos a centrar nuestra atencion en la primera
cuestion: como hacer que un dibujo sea realista. Para
ello deberemos analizar, en primer lugar, como vemos.
Como mostraremos, existe una diferencia esencial
entre la visiéon con un ojo y la visioén con dos. Pero no
nos adelantemos.

Comenzaremos describiendo lo que percibimos con
uno y con dos ojos, repasaremos muy brevemente la
perspectiva en el Arte y pasaremos a los modelos
matematicos subyacentes: las geometrias proyectiva y
epipolar. Como veremos ésta Ultima estda muy rela-

cionada con la reconstruccion de imdgenes, que es la
labor que nuestro cerebro realiza con la informacioén
que le proporcionan los dos ojos. Y, desde el punto de
vista técnico, es la labor de la fotogrametria y de las
técnicas de vision por ordenador.

1. COMO VEMOS: CON UN 0JO. VISION
CICLOPEA

La vision con un ojo solo, la realizacion de un
cuadro o la de una fotografia tienen el mismo modelo
geométrico: cada punto del espacio tridimensional se
proyecta desde un punto (la pupila, el objetivo de la
camara) sobre una superficie (la retina, el lienzo sobre
el que pintemos, la pelicula en el caso de la camara
fotografica). Vamos a denominar a esta aplicacion
vision ciclopea, pues, como veremos mas adelante, el
tener dos puntos de vista proporciona informacion
esencialmente diferente. Ahora vamos a enunciar
algunas de las propiedades geométricas elementales y
conocidas de la vision, dejando para mas adelante la
construccion del modelo matematico subyacente.

Para entender las leyes de nuestra vision (las que
denominamos coloquialmente leyes de la perspectiva)
pensemos en la siguiente situacion: un pintor quiere
plasmar en un cuadro una carretera flanqueada de
arboles, situados los de una orilla enfrente de los de la
otra, y a igual distancia. En la siguiente ilustracion se
recogen el plano y el cuadro realizado. Las lineas para-
lelas las vemos fugar (unirse) en el horizonte del
cuadro.
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Varias cosas son evidentes:
= Vemos las rectas como rectas.
= No sabemos calcular distancias.

= No vemos conservarse los angulos.

Pero la vision no es azarosa y sabemos reconocer
cuando un dibujo tiene la perspectiva correcta. Otro
ejemplo que podemos considerar es el siguiente:
cuando observamos el firmamento, para lo que tener
uno o dos ojos es indiferente, podemos saber la
direccion de las estrellas, pero no la distancia a que se
encuentran. Un fendomeno similar se da en la llamada
anamorfosis de perspectiva: si pintamos una figura en
el suelo puede hacernos el mismo efecto que si la
tuviéramos levantada en un plano perpendicular.

En la Historia del Arte esta propiedad de la
anamorfosis de perspectiva ha sido muy utilizada,
desde “Los embajadores” de Holbein hasta las pin-
turas en el suelo de Julian Beever. También asi se han
podido realizar muchos trucos cinematograficos,
aprovechando que nuestra vista no sabe calcular dis-
tancias ni tamafos (por ejemplo, los del recientemente
fallecido especialista espafiol Emilio Ruiz del Rio).

2. COMO VEMOS: CON DOS 0JOS.
VISION ESTEREOSCOPICA

La vision con dos ojos o estereoscOpica permite
medir profundidades si el objeto de nuestra atencion
esta suficientemente cerca. Porque cada uno de los
ojos toma una imagen del objeto y nuestro cerebro las
procesa, obteniendo una Unica imagen a partir de las
dos.

Este fenomeno es bien conocido en Astronomia:
cuando se observa la posicion de una estrella cercana
en un momento dado y seis meses mas tarde, esto es,
cuando la Tierra ha recorrido la mitad de su orbita
alrededor del Sol, la posicion de la estrella ha variado.
Se llama angulo de paralaje anual a la mitad del
angulo que forman las dos trayectorias de la estrella.

Un fendémeno parecido es el de los anaglifos: Son
imagenes que provocan un sensacion de efecto tridi-
mensional. Requieren, para verse, el empleo de las
gafas 3D. La idea es casi superponer dos imagenes,
pero de modo que cada ojo vea solo una de ellas. Para
ello se tinta cada imagen en rojo o en azul y usando las
gafas (en las que cada lente tiene filtro de un color)

Angulo de paralaje
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cada ojo ve solo una imagen. Entonces se tiene sen-
sacion de vision binocular (cada ojo percibe dos ima-
genes un poco desplazadas entre si) y el cerebro recon-
struye la imagen tridimensional.

En resumen, tenemos las siguientes propiedades y
problemas planteados.

=  La vision ciclopea permite pasar de 3D a 2D.

= La vision estereoscopica permite reconstruir, es
decir, pasar de 2D a 3D a partir de dos image-
nes.

=  Problema 1: ;qué tipo de aplicacion es la que
pasa de 3D a 2D en vision ciclopea?

= Problema 2: ;por qué a partir de dos imagenes
planas podemos reconstruir imagenes 3D?

3. LAPERSPECTIVA EN EL ARTE

El problema de “representar fielmente” la realidad
en una pintura es anterior al de la obtencion del
modelo matematico subyacente. Abreviando los
antecedentes mas o menos experimentales (por
ejemplo Giotto ,1267-1337, ya realiza fugas, aunque le
falta consistencia) se puede decir que Alberti (1404-
1472) en su tratado sobre la Pintura de 1435 formula
las preguntas precisas:

®  ;Queé se conserva por proyeccion, si no lo hacen
ni la longitud ni los angulos?

" ;Qué relacion hay entre dos secciones de la
misma figura?

»  ;Cudles son las propiedades comunes a dos sec-
ciones cualesquiera?

Estas preguntas son de naturaleza plenamente
matematica, y tenian una motivacion real muy clara.
Poco tiempo después, Bruneleschi (1377-1446)
enuncia los llamados “experimentos” que dan apoyo
teorico a lo que se estaba consiguiendo ya dibujar con
correccion. El primer experimento se pregunta como
se puede saber si un cuadro tiene buena perspectiva.
La respuesta es si lo retratado en el cuadro se puede
prolongar fuera de éste coincidiendo con lo que se ve
en la realidad (la manera de exponerlo era mas com-
plejo, usando un espejo. Una idea parecida se puede
ver en varios cuadros de Magritte (1898-1967), en los

que aparece una pintura y su prolongaciéon en la
realidad circundante fuera de la pintura). El segundo
experimento trata sobre como se puede representar a la
vez dos fachadas del palacio de la seforia de
Florencia. La respuesta es que fugando a dos puntos,
que determinan la linea del horizonte (o del infinito,
diremos luego) del cuadro.

En Durero (1471-1528) encontramos deliciosas
ilustraciones de los principios de la perspectiva.

Leonardo da Vinci (1452-1519) amplia la variedad
de recursos para dar profundidad a un cuadro, al intro-
ducir la denominada perspectiva aérea, mediante las
siguientes técnicas: “Sfumatto”, esto es, desvaneci-
miento del detalle; colores en el fondo azulados, seme-
jantes a los de la atmoésfera: y disminucion del
volumen de los objetos del fondo. Pero con ello
trascendemos de nuestra buisqueda de la geometria que
liga los objetos del espacio tridimensional con su
proyeccion sobre un plano.

4. EXPLICACION MATEMATICA DE LA
VISION CICLOPEA: GEOMETRIA
PROYECTIVA

El espacio proyectivo se obtiene afiadiendo al
espacio afin (de puntos ordinarios) los puntos del
infinito (los puntos impropios), que forman un hiper-
plano. Asi el plano proyectivo es la union del plano
afin y la recta del infinito (donde se “cortan las para-
lelas”). La recta proyectiva es la recta afin con el punto
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del infinito. Y el espacio proyectivo tridimensional se
obtiene anadiendo al afin el plano de infinito.

Esta definicion del espacio proyectivo a partir del
afin tiene un inconveniente: la distinta naturaleza
aparente de los puntos ordinarios y de los del infinito.
Sin embargo, esa diferencia es aparente y no real,
como se pone de manifiesto con la siguiente cons-
truccion, que, por sencillez, realizamos para dimension
dos:

1. Un plano afin tiene asociado siempre un espacio
vectorial (dos puntos determinan el vector que
los une). A cada recta afin se le asocia su direc-
cion, que es una recta vectorial. Dos rectas afi-
nes son paralelas si y solo si tienen la misma
direccion.

—

Plano afin A con dos
rectas paralelas

/

Plano vectorial V
asociado. Las paralelas
tienen la misma direccién.

2. El plano afin y su plano vectorial asociado se
pueden sumergir en un espacio vectorial E de
dimension tres (el plano vectorial como subes-
pacio vectorial)

I/ |
/

\//

3. Cada recta vectorial del espacio ambiente E
corta al plano afin A en un Unico punto o esta
contenida en V. Se llama punto proyectivo a
cada recta vectorial de E. Las rectas contenidas
en el plano vectorial V se denominan puntos del
infinito.

4. Un subespacio proyectivo de dimension k es el
conjunto de rectas vectoriales de un subespacio

vectorial de dimension k+1. En particular, las
rectas contenidas en un plano P forman una
recta proyectiva, que tiene como puntos afines
los de PMA y como punto del infinito PNV.
Cada recta afin con su punto del infinito (que es
su direccion) define una recta proyectiva. Dos
rectas afines son paralelas si y solo si tienen la
misma direccidon, esto es, el mismo punto del
infinito.

Este modelo del espacio proyectivo no es tan
extrafio a la intuiciéon como pudiera parecer. De hecho,
cuando observamos la bdoveda celeste, por cada
direccion vemos sé6lo un punto, ocupado o no por una
estrella, de la que, en todo caso, nos resulta imposible
saber la distancia a la que esta. La gran ventaja que
tiene el modelo es que se pueden utilizar todas las
propiedades del Algebra Lineal. En particular, para dar
coordenadas se pueden utilizar las llamadas coorde-
nadas homogéneas: un punto proyectivo es una recta
vectorial de un espacio vectorial de una dimension
mayor, o, lo que es lo mismo, una clase de equiva-
lencia de vectores respecto de la relacion siguiente:
dos vectores no nulos son equivalentes si y solo si son
proporcionales (esto es, si definen la misma recta vec-
torial). Por tanto, las coordenadas de un punto
proyectivo son las de uno cualquiera de los vectores
que lo genera. Asi en un plano proyectivo un punto
tendra tres coordenadas (a:b:c) homogéneas, esto es,
(a:b:c) = (Aa:Ab:Ac) cualquiera que sea la constante A
no nula.

Desde el punto de vista de la Geometria y la
Topologia superiores el espacio proyectivo es muy rico
en propiedades: El espacio proyectivo real es una
variedad diferenciable, compacta, conexa, orientable si
es de dimensién impar y no orientable si es de
dimension par. Tiene curvatura seccional constante y a
la esfera como su recubridor universal de dos hojas. El
espacio proyectivo complejo es una variedad de
Kéhler de curvatura holomorfica constante. La recta
proyectiva compleja se identifica con la esfera de
Riemann y las transformaciones de Mdbius son homo-
grafias. Se define el fibrado principal de variedad total
$?™! sobre P,(C) de fibra la circunferencia.

Pero sigamos con lo que concierne a la repre-
sentacion visual. La vision ciclopea es una aplicacion
proyectiva, llamada proyeccion conica (no es apli-
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cacion afin ni vectorial), y, por tanto, las propiedades
que conserva son las que conservan las aplicaciones
proyectivas. En particular, la alineacion de puntos y las
razones dobles.

Existe otra propiedad muy importante en
Geometria Proyectiva: la Geometria Proyectiva com-
prende a la Afin, ésta a la Conforme y ésta a la
Euclidea. Esta cadena de contenidos se conoce como
Estratificacion de las Geometrias. En la tabla prece-
dente describimos la situacion, en que cada geometria
estd comprendida en la inferior.

Esta relacion de contenidos fue establecida en el
siglo XIX, junto con mas propiedades. Por ejemplo,
Laguerre establecid en 1853 la formula que lleva su
nombre y que permite hallar el 4ngulo de dos rectas
como (1/21) veces el logaritmo neperiano de la razén
doble de sus puntos del infinito y de los ciclicos (éstos
puntos forman la coénica del absoluto, estdn en el
infinito del plano proyectivo complejo y cualquier cir-
cunferencia pasa por ellos). Este tipo de relaciones
tiene un gran valor estético, porque permite reconstruir
propiedades de las Geometrias Afin y Métrica a partir
de las de la Proyectiva. Pero, he aqui lo sorprendente
de nuestra historia, son también propiedades esen-
ciales para la reconstruccion de imagenes por orde-
nador, dando una vez mdas ejemplo de como los
conocimientos tedricos pueden resultar fundamentales
para aplicaciones imposibles de sofar en la época en
que se formularon.

5. EXPLICACION MATEMATICA DE LA
VISION ESTEREOSCOPICA: GEOMETRIA
EPIPOLAR

La fotogrametria, que comenzé a mediados del
siglo XIX, y la visiéon por computador, de segunda
mitad del XX, tienen un planteamiento comun entre si
y comun con nuestra vision binocular: a partir de dos
imagenes diferentes de un mismo objeto ser capaces de
reconstruir las verdaderas proporciones del objeto.
Una imagen se obtiene realizando una proyeccion
conica, que es una aplicacion proyectiva y, por tal,
conserva alineaciones y razones dobles, pero no
razones simples, ni angulos, ni distancias. ;Coémo,
pues, a partir de dos imagenes se va a poder reconstruir
las proporciones de un objeto, esto es, los angulos y el
tamafo relativo de sus lados? Conocer el tamafio
absoluto no es sino fijar una unidad de medida (o dar
un testigo en la imagen, como se hace en las fotos de
excavaciones arqueologicas).

La parte de la Geometria Proyectiva que estudia
esta cuestion es la llamada Geometria Epipolar. La dis-
posicion que tenemos es la siguiente: supongamos que
tomamos dos fotos de un mismo objeto. Cada punto p
del objeto tendré dos imagenes, una en cada foto.

Si supiéramos la matriz del movimiento (R,T),
rotacion y traslacion, que lleva una camara en la otra,
podriamos determinar las verdaderas proporciones del
objeto. Pero la situacion que tenemos es otra: cono-
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cemos las dos imagenes de cada punto de nuestro
objeto. Calculemos la matriz de la aplicacion que hace
corresponder a cada punto del primer plano imagen la
linea correspondiente del segundo, esto es, en nuestro
caso, al punto x’; le hace corresponder la linea 1,. Esta
aplicacion es una correlacion proyectiva degenerada.
Su matriz F se llama matriz fundamental (esencial
cuando las camaras estan calibradas, esto es, cuando se
conocen su parametros internos) y verifica la
restriccién epipolar: (x}) Fx,=0, donde x’; y x’,
denotan las coordenadas en columna de los puntos x’,
y X’,, y t la matriz transpuesta. Esta condicion se
deriva de que la recta epipolar 1, pasa por el punto x’,.

Hacen falta conocer ocho puntos, porque lo que se
quiere obtener es la matriz fundamental, que es una
matriz homogénea 3 por 3 (es una correlacion
proyectiva). Por tanto, se trata de poner un sistema con
ocho ecuaciones del tipo (x]) Fx, =0. Este procedi-
miento se denomina algoritmo de los ocho puntos. Asi
que hacen falta conocer al menos las imagenes de ocho
puntos en ambos fotos. Hay que emparejar puntos de
una y otra imagen. Esto se hacia al principio de la
fotogrametria por medios mecanicos y después por
procedimientos informaticos de matching.

El resultado importante es que conociendo la
matriz fundamental podemos calcular las matrices del
movimiento que lleva una camara en otra, R y T. De
hecho, existen solo cuatro posibles pares de matrices
(R,T) que den lugar a la misma matriz fundamental,
pero solo en un caso los puntos tendran todos profun-
didad positiva respecto de ambas camaras (esto es, se
veran sus imagenes realmente, no quedaran los puntos
del objeto detras de la camara) Este resultado habia

e Los puntos Oy O, son los
centros de las camaras.

e Los puntos x’1y x> son las
proyecciones del punto p sobre
los planos imagenes.

e Lospuntose,y e, son los
epipolos: dénde ve cada camara a
la otra.

® FE| plano determinado por O, O,
y p se llama epipolar.

e |lasrectaslqy |, son las rectas
epipolares, que se definen como
la interseccién del plano epipolar
con los planos imagenes. Pasan por los epipolos.

sido anticipado por el Teorema de Kruppa (1913), que
establece que dadas las imagenes de cinco puntos (en
posicion general) mediante dos proyecciones conicas,
existen como mucho once posiciones posibles para los
centros de las proyecciones.

Las camaras se dicen calibradas si se conocen sus
parametros internos (como la distancia focal). La
reconstruccion de imagenes tiene las siguientes
propiedades:

1. Con camaras sin calibrar s6lo se puede recons-
truccion proyectiva.

2. Con camaras calibradas se puede hacer recons-
truccion euclidea.

3. Dar la calibracion de las cdmaras equivale a
determinan el plano del infinito y la coénica del
absoluto.

4.  Con camaras sin calibrar, si conocemos la coni-
ca del absoluto (y el plano del infinito) podemos
hacer reconstruccion euclidea (y calibrar las
camaras).

5. Si conocemos el tipo de movimiento (por ejem-
plo, que sea traslacion), podemos determinar
facilmente la conica del absoluto.

En el caso general en que las camaras no estén cali-
bradas, para obtener la reconstruccion euclidea hay
que determinar el hiperplano del infinito (lo que da la
reconstruccion afin) y la conica del absoluto (que
permite la reconstruccion equiforme) de acuerdo con
la estratificacion de las geometrias establecida en el
siglo XIX y comentada en la seccion anterior.
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En esta historia no debemos olvidar al coronel de
ingenieros francés Aime Laussedat, quien, en 1858,
empieza a dibujar mapas cartograficos a partir de
vistas, manuales primero, fotograficas después, dando
origen a la fotogrametria. En 1863 la Real Academia
de Ciencias de Madrid convocaba un concurso para:
“Determinar los errores probables que deben resultar
en los planos topograficos deducidos de dos perspec-
tivas fotograficas, teniendo en cuenta todas las cau-
sadas que pueden influir en su producciéon”. Gano
Laussedat con la memoria “Sobre la aplicacion de la
fotografia al levantamiento de planos”.

COMENTARIOS FINALES

En esta exposicion hemos trazado un simple
bosquejo sobre los fundamentos matematicos de la
representacion visual. Algunas consideraciones que
parece oportuno recoger en el momento final son las
siguientes:

Las mismas nociones basicas son comunes a
diversas disciplinas.

La Ciencia, y en particular la Matematica, se desar-
rolla en relaciéon al mundo circundante. En lo que
acabamos de exponer, baste considerar la busqueda del
modelo matematico subyacente a la vision, a la per-
spectiva en el arte, a la reconstruccion de imagenes por
ordenador.

De modo reciproco, avances de Matematica Pura
resultan esenciales en aplicaciones muy posteriores.
Por ejemplo, la estratificacion de las geometrias.
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