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I. INTRODUCCION

Se cumple en 2013 un siglo del modelo atémico de
Bohr, esa impresionante creacion intelectual con la que
un joven fisico danés, Niels Bohr (1885-1962), regula
el movimiento de los electrones atdmicos, permitién-
doles solo unas orbitas acordes con un sencillo criterio
de discretizacion o “cuantificacion”. Su obtencion
consiguiente de la famosa férmula del suizo Johann J.
Balmer, profesor de instituto cautivado por la numero-
logia, seria aclamada por Einstein como “forma
suprema de la musicalidad en la esfera del pensa-
miento” (Dies ist hochste Musikalitdit auf dem Gebiete
des Gedankens).

Veintitrés siglos antes, Democrito (ca. 460-370
a.C.), el filosofo risuefio de Abdera, habia propuesto
que todo ser consta de unidades indivisibles y eternas,
de “atomos”, en infinidad de formas y tamafios, y todo
lo que no es, de vacio, sin importarle demasiado la
contradiccion de que el vacio, por existir, también
“seria”.

Con el descubrimiento del electrén en 1897 por
Joseph J. Thomson, se alza el velo de la indivisibilidad
atémica. Surgen modelos de atomos estructurados,
como el del pudin de pasas de Thomson (1902), que
pronto deja paso al planetario de Ernest Rutherford
(1909). Es la inestabilidad clésica de este ultimo
modelo la que corrige Bohr, como deciamos antes,
introduciendo en su analisis los conceptos de la “vieja”
teoria cuantica.

* Este texto fue esencialmente escrito en el primer semestre de 2013.

Figura 1. Niels Bohr en 1922.

La “nueva” mecanica cuantica de Werner K.
Heisenberg, Erwin Schrodinger, Max Born, Louis de
Broglie, Paul A.M. Dirac y Wolfgang E. Pauli, desa-
rrollada a partir de la década de los 1920, ejercitara con
el atomo como campo de batalla, ofreciendo, con gran
€xito, una vision nueva de su estructura, en la que las
trayectorias clasicas de los electrones y del propio
nucleo deben dejar paso a las distribuciones espacio-
temporales de sus amplitudes de probabilidad.

Mas la complejidad de la fisica parece ilimitada
incluso en los sistemas mas simples, como el atomo de
hidrégeno. Ni el protén es puntual, ni el electron,
revestido de pares virtuales, lo es tampoco. La electro-
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dindmica y la cromodinamica cuanticas convierten
este “simple” sistema fisico en uno de infinitos grados
de libertad, afectando a los niveles de energia de ese
atomo, a sus funciones de ondas, y a sus vidas medias
en grados que cada vez resultan mas dificiles de
evaluar con la precision necesaria. Y no digamos si los
atomos son complejos. Los fisicos se han visto obli-
gados a ingeniar nuevos métodos computacionales y a
usar superordenadores para calcular magnitudes de
atomos con muchos electrones que es necesario
conocer, por ejemplo, para estimar la inexactitud frac-
cionaria en los relojes Optico-cuanticos que seran
patrones primarios de la proxima generacion en la
medida del tiempo.

Con esta charla nos uniremos al recuerdo universal
de la proeza bohriana, y hablaremos de estas incur-
siones conceptuales por el interior del atomo.

II. ATOMISTAS CLASICOS

Los nombres de Leucipo y Democrito (ambos del
siglo V a.C.), y de Epicuro (siglo IV-1II a.C.), destacan
en el atomismo helénico, mientras que Lucrecio (siglo
I a.C.) sobresale en el romano.

De los primeros atomistas griegos tenemos refe-
rencia a través de Aristoteles (siglo IV a.C.), y sobre
todo, del doxografo Diogenes Laercio (siglo III d.C.),
que dedica las entradas 6 y 7 del libro 9 de su obra
VIDAS, OPINIONES Y SENTENCIAS DE LOS FILOSOFOS MAS
ILUSTRES a Leucipo y Democrito. Todo el libro 10,
ultimo de la obra, versa sobre Epicuro.

Para Democrito, “los principios de todas las cosas
son los atomos y el vacio, siendo todo lo demas
dudoso y opinable”. Esos atomos son “imperturbables
e inalterables”." Sexto Empirico (siglo II d.C.), en su
obra CONTRA LOS MATEMATICOS, Libro VII, 135,
atribuye a Democrito la afirmacién “Por convenio
dulce y por convenio amargo, por convenio caliente,
por convenio frio, por convenio color; pero en realidad
atomos y vacio”.

Epicuro acepta las ideas atomicas de Democrito
con una excepcion: las trayectorias de los a&tomos entre
sucesivas colisiones mutuas no siempre siguen “por
necesidad”, sino que a veces son consecuencia del
“azar” al experimentar alguna desviacion (clinamen)
en lugar e instante inciertos. De este modo se recorta el
determinismo democriteo y se salva el “libre
albedrio”.

Tito Lucrecio Caro fue autor del poema épico-cien-
tifico mas grande de todos los tiempos: SOBRE LA
NATURALEZA DE LAS COSAS. A Lucrecio se referia
Virgilio cuando en sus GEORGICAS, libro II, verso 490,
escribe: “Felix qui potuit rerum cognoscere causas /
atque metus omnes, et inexorablile fatum / subiecit
pedibus, strepitumque Acherontis avari!” (traduccion
de Eugenio de Ochoa: “!Feliz aquel a quien fue dado
conocer las causas de las cosas, y hollar bajo su planta
los vanos temores y el inexorable hado y el estrépito
del avaro Aqueronte!”).> En su magna obra, el poeta y
filésofo Lucrecio presenta su vision cientifica del
mundo, desarrollando de modo magistral el atomismo
de Leucipo, Democrito y Epicuro en hermosos hexa-
metros dactilicos. Como escribié Ovidio en sus
AMORES, “los versos del sublime Lucrecio s6lo pere-
ceran el dia que acabe el mundo”.

I Asi traduce al inglés Robert Drew Hicks (1925, Loeb Classical Library) los apartados 44 y 45 de la entrada 7 del libro 9 sobre las opinio-
nes del filosofo:

44. His opinions are these. The first principles of the universe are atoms and empty space, everything else is merely thought to exist. The
worlds are unlimited; they come into being and perish. Nothing can come into being from that which is not nor pass away into that which is
not. Further, the atoms are unlimited in size and number, and they are borne along in the whole universe in a vortex, and thereby generate
all composite things - fire, water, air, earth; for even these are conglomerations of given atoms. And it is because of their solidity that these
atoms are impassive and unalterable. The sun and the moon have been composed of such smooth and spherical masses [i.e. atoms], and so
also the soul, which is identical with reason. We see by virtue of the impact of images upon our eyes.

45. All things happen by virtue of necessity, the vortex being the cause of the creation of all things, and this he calls necessity. The end of
action is tranquillity, which is not identical with pleasure, as some by a false interpretation have understood, but a state in which the soul
continues calm and strong, undisturbed by any fear or superstition or any other emotion. This he calls well-being and many other names. The
qualities of things exist merely by convention; in nature there is nothing but atoms and void space. These, then, are his opinions.

2 Esta es una traduccion en verso castellano por Juan de Guzman, 1586: “Quan bienaventurado es el que pudo / conocer los secretos de las
cosas, /'y que ni al hado teme, ni amenazas, / ni de Aqueronte avaro se da un pelo”.
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III. UN PAR DE MODELOS DE ATOMO

Empezaremos pasando revista a dos modelos ato-
micos clasicos: el modelo “de pasas” de Thomson y el
modelo “saturnino” de Nagaoka.

A. Modelo de Thomson

Propuesto en 1904, supone Thomson en su modelo®
que el atomo consta de una distribucion homogénea
esférica de carga positiva, y en su interior un cierto
numero # de electrones, con carga total que neutraliza
exactamente la carga positiva de la esfera citada. Los
electrones estan dispuestos en anillos coplanarios, con
el mismo centro que la esfera; regularmente dispuestos
sobre esos anillos, giran solidariamente los del mismo
anillo, y se mantiene cada uno en equilibrio dindmico
bajo la atraccion de la carga positiva y la repulsion del
resto de electrones.

Si ny, n,, ... son los electrones en cada anillo (desde
fuera hacia dentro), la estabilidad frente a pequefias
perturbaciones tanto en el plano del movimiento como
perpendicularmente a él, lleva a un esquema de
llenado del siguiente tipo:

m  Mientras el nimero de electrones # en un anillo
sea inferior a 6, el sistema es estable si gira sufi-
cientemente deprisa. Al aumentar n, la estabili-
dad se consigue introduciendo un cierto nimero
minimo p(#n) de electrones en el centro de la
esfera.* Cuando n sea 6,7 u 8, p(n)=1.Lacosa
se va complicando al crecer n, pues p(n) tiende
a crecer deprisa (esencialmente como n°). Asi,
paran=9, 10, 15, 20, 30, 40 se tiene p(n)=2, 4,
15, 39, 141, 345 electrones en el centro.’

m  Cuando p(n)>1, aparece un problema: la
repulsion entre los p (7] electrones centrales es
infinita, y los electrones tienden a separarse. Se
disponen de modo regular en otro anillo, parale-
lo al anillo exterior, que también se desplaza un
poco en la direccion opuesta.

m  Sea n el numero total de electrones. ;Como se
reparten? Segun el autor del modelo, en anillos
paralelos, perpendiculares a un diametro de la
esfera de carga positiva, y con centro en ese dia-
metro. Pero como el andlisis general en el espa-
cio escapa de las posibilidades computacionales
de Thomson, éste limita la discusion al caso de
electrones situados todos en un mismo plano
central. Sean, en ese supuesto, n;, 1, ... los
numeros de electrones en los anillos coplanarios
ordenados por radio decreciente. El numero
n—n, de electrones interiores al anillo mayor
habra de ser suficiente para mantener la estabi-
lidad de éste, y por tanto

n—m=p(n). (1)

Por razén similar, si n, es el nimero de electro-
nes en el siguiente anillo,

n—n]—HZZP(Hg)z (2)

y asi sucesivamente.

Supongamos, a modo de ejemplo, n=12. Se sabe
que p(12)=7, y que p(7)=1. Luego para mantener 12
electrones en un anillo es preciso echar mano de 7
electrones internos estabilizadores; estos no pueden
estar en un anillo (pues p(7) = 1), pero si pueden repar-
tirse en un anillo de 6 estabilizado por 1 electréon
central.

3 1.J. Thomson: On the Structure of the Atom: an Investigation of the Stability and Periods of Oscillation of a number of Corpuscles arranged
at equal intervals around the Circumference of a Circle; with Application of the Results to the Theory of Atomic Structure, Philosophical
Magazine Series 6, 7, 237-265 (1904).

4 La funcién p(n; tiene esta expresion: para n par, p(n)=(L(0,n }—L[ﬂ_-‘?,n)—35{0,?1)-'4}/3, y para n impar, p(n)=(L(0,n)-
L((n=1)/2,n)=35(0,n)/4)/3, con

n-l { 1 \ n-1

1 , G
=¥ cos(27rk/n) + L, S(k,n)=) cos(2ark/n)/sen(mr/n).
8,2::; / '\ sen(zr/n) " (sen(zr/n)) Y Z‘ /

L{k,n)=

5 Para altos valores de n el calculo numérico de Thomson presenta errores (da, por ejemplo, p(30) =101, p(40) =232). El primero puede ser
una errata de imprenta, pero el segundo parece mas bien que se trata de un error en el célculo, lo cual es perfectamente comprensible pues en
aquella época los calculos habia que hacerlos a mano, con el auxilio a lo sumo de tablas de logaritmos y de funciones trigonométricas.
También hay discrepancia resefiable para n =10, pues Thomson obtiene p(10) =3, debiendo, estrictamente, ser p(10) =4; la razon estriba en
que con 3 electrones en el centro “casi” hay estabilizacion, pues el umbral esta en 3.01242.
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La regla general para el reparto de n electrones
seria esta: n; es el mayor entero tal que n=n, + p(n, J;
si n''=n-n, n, es el mayor entero tal que »n' >
n, + p(n, ); si n":=n"—n,, ny es el mayor entero tal
que n" = n, + p(n, ); y asi sucesivamente. Por ejemplo,
el reparto para n= 100 seria {24, 22, 19, 16, 12, 6, 1}.
Thomson da varios ejemplos, en alguno de los cuales
afloran las diferencias mencionadas de sus valores
para p(n}. Asi, para n =60, presenta el reparto {20,
16, 13, 8, 3}, frente a {20, 17, 13, §, 2}.

Este modelo de Thomson sucumbi6 ante los experi-
mentos de Rutherford sobre la deflexion de particulas
a por nucleos de Au, que mostraban sin lugar a dudas
la concentracion de toda la carta positiva del atomo y
casi toda su masa en un nucleo diminuto.

B. Un modelo atémico “saturnino”

En el mismo afio (1904) que Thomson publicaba su
modelo, el japonés Hantard Nagaoka proponia el suyo,
inspirado en los anillos del planeta Saturno.® El 4tomo,
segun Nagaoka, constaria de una esfera de carga
positiva, rodeada, al estilo de Saturno, por un anillo
formado por muchos electrones en giro alrededor de la
esfera positiva. Se adelant6, por tanto, en unos afos al
tipo de estructura atomica que propondrian Rutherford
y Bohr en 1911 y 1913, respectivamente.

La inestabilidad atomica provocada por la pérdida
de energia por radiacion, y por la repulsion electros-
tatica entre los mismos electrones, llevaria a Nagaoka
a renunciar a su modelo en 1908.

IV. LA TRILOGIA DE BOHR

El joven Bohr viaja a Inglaterra a finales de sep-
tiembre de 1911, tras doctorarse en Copenhague con
una tesis sobre la teoria electronica de los metales. En
la Universidad de Cambridge entra en contacto con

Joseph John Thomson (Nobel en Fisica 1906, por su
descubrimiento del electrén); sus relaciones no fueron
muy cordiales, por el poco interés mostrado por
Thomson en los trabajos daneses de Bohr sobre elec-
trones, y por Bohr. en el trabajo experimental que
Thomson le propuso realizar bajo su supervision. En
marzo de 1912 Bohr deja Cambridge para trasladarse a
Manchester, interesado por los resultados de Ernest
Rutherford (Nobel en Quimica 1908) en radiactividad.
Aqui permanece solo unos pocos meses, hasta su
regreso a Dinamarca a finales de julio de ese mismo
afio 1912. Es ya en Copenhague cuando Bohr concluye
la redaccion final de sus historicos trabajos sobre la
estructura de atomos y moléculas; estos trabajos
habian sido iniciados en Manchester, y presentados en
version preliminar por Bohr a Rutherford, en forma de
borrador, a primeros de julio de 1912.”

A. Atomos hidrogenoides

El 6 de marzo de 1913 envia Bohr, desde
Dinamarca, a publicar el primer escrito de su famosa
trilogia, con el titulo Part I.— On the Constitution of
Atoms and Molecules.® Es un largo manuscrito, pre-
sentado a la revista por Rutherford, quien intentd
inttilmente, tras dias de discusidén, que Bohr lo
acortase.

Presenta en €l su modelo de atomos con un solo
electron. Acepta la validez del modelo de Rutherford’,
con un nucleo practicamente puntual y de carga
positiva Ze que contiene casi toda la masa del atomo, y
un electron de masa m y carga —e girando en torno a ¢l
con velocidades no relativistas.

Si el electron no pierde energia por radiacion, podra
moverse sobre una oOrbita eliptica estacionaria, de
energia constante £<0; conocida ésta, el semieje
mayor a de esa Orbita y la frecuencia media v del
movimiento del electron sobre ella quedan fijados. En
unidades cgs-Gauss,

6 H. Nagaoka: Kinetics of a System of Particles illustrating the Line and the Band Spectrum and the Phenomena of Radioactivity,

Philosophical Magazine Series 6, 7, 445-455 (1904).

7 A. Pais: NIELS BOHR’S TIMES, IN PHYSICS, PHILOSOPHY, AND PoLITY, Oxford Univ. Press 1991.
8 N. Bohr: Part I— On the Constitution of Atoms and Molecules, Phil. Mag. S 6, 26, 1-23 (1913).
9 9 E. Rutherford, The Scattering of o and B Particles by Matter and the Structure of the Atom, Phil. Mag. S 6, 21, 669-688 (1911).
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Abhora bien, siguiendo el argumento de Bohr, si el
electron (acelerado) radia como predice el electromag-
netismo clasico, su orbita ird disminuyendo de tamafo
hasta caer sobre el nicleo, emitiendo en el proceso una
cantidad ingente de energia, mucho mayor que la
energia tipica de los procesos atomicos. Y esto no
ocurre. En el mundo de los 4tomos y moléculas, los
cambios de energia son finitos, y los electrones pasan
de unos estados estacionarios a otros estados también
estacionarios, manteniéndose por lo general en orden
de magnitud las distancias entre las cargas. Las
energias radiadas proceden de emisiones distintas, y en
cada una de ellas, segun Planck, la energia es emitida
por un cierto vibrador atomico de frecuencia i/, y es
de la forma nhv,, donde / una constante universal (la
constante de Planck), y » un entero.

Supongamos que, en el caso considerado (una
carga positiva Ze y de un electron), estas particulas
estan inicialmente a gran distancia mutua, y practica-
mente sin movimiento relativo. El electrén es cap-
turado por el ntcleo, y se coloca en una o6rbita estacio-
naria en torno a éste, de frecuencia 1. En la captura se
ha radiado energia; admitamos que esa energia es
monocromatica, con frecuencia intermedia entre la
inicial del electron (nula) y la final v, a saber, %u. Por
tanto,

|B|= ks, @

expresion que, junto con (3), conduce a

Ez—lm[ZachZ, az_Lng,
2 n m(Zoc)
n'z['Zif)cc}2 1 )
V=
h n

donde «@ = ez/{_hc )=1/137.036 es la constante de
estructura fina, y h:==h/2x.

De acuerdo con lo expuesto, parece razonable
pensar que estas configuraciones corresponden a
aquellos estados estacionarios de nuestro atomo hidro-
genoide en que el electron no irradia, y por tanto

estables mientras no haya acciones exteriores sobre
ellos. El estado mas ligado corresponde a n=1; para
este estado en el hidrogeno se tiene, con los valores
experimentales de la época (e=4.7x10 "cgs,
e/m=531x10"cgs, h=6.5x10""cgs)

El/e=-13V, 2a=1.1x10"cm
|E|/ , -

6
v=62x10"s", ©

cantidades que, como sefiala Bohr, son del orden de
magnitud de los potenciales de ionizacion, del tamafio
atomico y de las frecuencias opticas.

Resumiendo, Bohr propone que mientras las orbitas
estacionarias son calculables mediante la mecanica
ordinaria, no lo es el transito de unas a otras, pues este
va a acompafiado de una radiacion homogénea, con
frecuencia relacionada con la energia radiada mediante
la formula de Planck. Ademas, ha precisado de la hipo-
tesis especial (4), una hipdtesis un tanto extrafa, que,
como muestra después, le permite llegar a la férmula
de Balmer y asi conseguir un fuerte respaldo experi-
mental. Mas adelante, reemplazara Bohr la hipotesis
(4) por otra hipotesis equivalente y que nos sera mas
familiar, como veremos.

1. Formula de Balmer

Segtn vimos antes, en la formacion de un estado
estacionario del d&tomo de hidrégeno (Z=1) se ha des-
prendido una energia |E, , con

no

| 2 1
E =——ml(ac) —.
,=—5m(ac) — ()

Si el electron pasa espontaneamente de un estado
estacionario n=n; a otro n=n,<n,, la diferencia de
energias se transforma en pura energia electromag-
nética de radiacion; suponiendo esta homogénea, es
decir, de una sola frecuencia v, ,, , la conservacion de
la energia y la relacion de Planck implican

Erl] — Eih

v = 2 == ,
- 2 2
h ho\n n

Paran,=2yn;=3, 4,5, ..., estas frecuencias cons-
tituyen la serie de Balmer. Sin,=3yn,=4,5,6, ..., se
obtienen las frecuencias de la serie de Paschen.
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La aplicacion del modelo de Bohr al He" conduce a
la serie de Pickering-Fowler (4—5, 6, 7, ...) (la serie
parcial (4—>6, 8, 10, ...) es coincidente con la del
hidrogeno (2 —3, 4, 5, ...), salvo por correcciones iso-
topicas y de estructura fina).

2. Orbitas permitidas y momento angular

La hipotesis interpoladora (4) es una hipdtesis de
trabajo, provisional, que le permite a Bohr llegar a la
formula de Balmer. En la seccion 3 de este primer
trabajo la sustituird por otra puramente mecanica, que
solo depende de la oOrbita del electron (supuesta cir-
cular), y no de su historia anterior. Es la que se ofrece
en los libros de texto cuando se explica el modelo boh-
riano: el moédulo del momento angular L del electron
en su orbita circular es un multiplo entero de
h=h/(27) (cuantizacién del momento angular); en
formula,

L = nh. 9

En efecto, es facil comprobar que las hipotesis (4) y
(9) son equivalentes para orbitas circulares, condu-
ciendo ambas a las relaciones (5). De todas esas
orbitas circulares del modelo de Bohr, la mas ligada
corresponde a n =1, y Bohr se refiere al estado corres-
pondiente como estado permamente del atomo (hoy
diriamos estado fundamental).

B. Atomos multielectrénicos

El segundo trabajo de la trilogia lleva por titulo On
the Constitution of Atoms and Molecules. Part 11.—
Systems containing only a Single Nucleus."® Lo dedica
a presentar sus ideas (que habia anticipado ya en el
primer trabajo) sobre atomos con varios electrones, a
los que supone girando coaxialmente en torno al
nucleo con orbitas circulares. Esos electrones estan
dispuestos segun vértices de poligonos regulares con
centros en un mismo eje que pasa por el nicleo, y con
movimientos tales que en el estado fundamental sus
momentos angulares son iguales a . Afiadiendo un
requerimiento de estabilidad (la energia deber ser

minima entre las configuraciones muy proximas a la
elegida y satisfaciendo la misma condicion sobre los
momentos angulares individuales de los electrones),
quedan fijadas las orbitas de los electrones, para cada
distribucion prefijada de estos entre los diversos
anillos de giro.

En el caso, por ejemplo, de & electrones, todos en el
mismo anillo, en torno a un ntcleo de carga Z
(adoptaré en lo que sigue, con el fin de aligerar la
notacion, unidades atoémicas: m=1, =1, ¢c=1), se
obtiene, de forma analoga al caso del hidrogeno, las
siguientes expresiones para la energia del sistema de
electrones en el estado fundamental, el radio del anillo
por el que circulan, y la frecuencia de sus orbitas, en el
supuesto, tacitamente adoptado, de que los electrones
son no relativistas y podemos ignorar la parte mag-
nética de su interaccion mutua:

1., 1
E,=——kZ?, a,=—
0 2 k 0

. Z (10)
v, :Ek;,
donde
Z, :=Z—I5Zk :=l§ 1 ) (11)
| 45 sen % |

Este sistema es inestable bajo pequefios desplaza-
mientos de los electrones en el plano del anillo. Bohr
es consciente de esto, y resuelve la dificultad postu-
lando que la estabilidad de estas dérbitas estacionarias
escapa de las competencias de la mecanica clasica. En
cuanto a la estabilidad bajo desplazamientos de los
electrones perpendiculares al plano de rotacion, man-
teniendo el principio de que los momentos angulares
deben valer #, Bohr obtiene como condicion de estabi-
lidad el que se cumpla la desigualdad

Z5>d, = Piy—Peig (12)
donde

— (13)

10 N. Bohr: On the Constitution of Atoms and Molecules. Part Il.— Systems containing only a Single Nucleus, Phil. Mag. S 6, 26, 476-502

(1913).
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y ky es un entero tal que 0<k,<k—1, Piko<Pr; bara
todo 0<j<k—1.

k OZ;\ d;\- k (SZ,;- d;‘-

1 0 0 9 332 134
2 025 025 10 3.86 18.1
3 058 0.58 11 442 23.6
4 096 141 12 498 30.8
5 138 243 13 5.57 38.6
6 183 425 14 6.16 484
7 230 6.35 15 6.76 58.8
8 2.80 9.56 16 7.38 71.7

Esta tabla de valores muestra que, de acuerdo con
este simple modelo de atomos multielectronicos, y por
razones de estabilidad: 1/ El nimero maximo de elec-
trones que pueden girar solidariamente en torno a un
nucleo de carga Z crece lentamente con Z; asi, es 8
para Z=10, 10 para Z=20, 11 para Z=30, 13 para Z=
40, etc. 2/ La mayor carga que puede tener el nicleo de
un atomo neutro es Z=7.

Tras consideraciones muy generales y poco deta-
lladas sobre configuraciones electronicas en varios
anillos, coplanarios o no, pasa Bohr a un analisis siste-
maticos de atomos con pocos electrones, empezando
por el hidrogeno, y suponiendo siempre que los elec-
trones se distribuyen entre varios anillos coplanarios,
con centro en el nicleo. Usaremos la notacion de Bohr,
denotando por Z(n,, n,, ...) el caso de carga nuclear Z,
n, electrones en el primer anillo (el de menor radio), n,
en el segundo, etc. Los radios seran a,<a,< ...,y las
frecuencias respectivas 1/}, v,, etc.

1. Z=1: Hidrégeno

a. 1(1) Caso ya estudiado.

b.  1(2) Se trata del i6n negativo H . La férmula
(11) lleva a Z, =3/4, con lo que las expresiones (10)
conducen a

E,(1(2))=(9/8)E,(1(1)),
a,(1(2))=(4/3)a,(1(1)), (14)

v,(1(2))=(9/16 ), (1(1)).

Como la energia de enlace supera la del hidrogeno
neutro, Bohr infiere, naturalmente, la tendencia del H a
anexionar un nuevo electrén, tal como apuntaba ya
entonces la experiencia.

c. 1(3) Se trataria ahora del i6n doblemente
negativo H . La formula (11) llevaa Z, =1-1/4/3,y
la primera de las expresiones (10) conduce a

E,(1(3))=(4-23 JE,(1(1)). (15)

Siendo la energia de enlace asociada menor que la
del hidrégeno neutro, no parece posible que el
hidrogeno pueda anadir al suyo dos electrones mas, es
decir, no es probable, segin Bohr, que exista el i6n

H

2. Z=2: Helio

a. 2(1) 16n He'". Es un caso particular de 4tomo
hidrogenoide, tratado en el primer trabajo. De las for-
mulas (5) se desprende que

Ey(2(1))=4E,(1(1)),
ay(2(1))=(1/2)a,(1(1)), (16)

vo(2(1))=4w,(1(1)).

A distancias grandes en relacion a a,(2(1)), el i6n
He' se comporta aproximadamente como un niicleo de
carga unidad, que puede ligar a otro electron en orbitas
similares a las del hidrogeno. Ahora bien, esa configu-
racion de dos electrones con el mismo momento
angular en orbitas circulares distintas y muy proximas
dificilmente podria mantenerse estable, debido a la
repulsion culombiana entre dichos electrones. De ahi
que Bohr adopte para el estado fundamental del He
neutro la configuracion 2(2).

b. 2(2) Atomo He.Ahora Z,=7/4y

E\(2(2))=(49/8)E,(1(1)),

a)(2(1))=(4/7)a,(1(1)), (17)
vo(2(1))=(49/16 )v,(1(1)).

La primera energia de ionizacion [E0(2(2]_]—
E,(2(1 ):)‘: (17/8}‘E0('1(]))|=1?/16 u.a. es mayor que
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la energia de ionizacion del hidrogeno; esto es, cada
uno de los electrones del He estd mas ligado que el
electron del H. Bohr compara su resultado para el
primer potencial de ionizacion del He ((17/16/¢) u.a.,
que ¢l calcula como 27 V) con el valor experimental de
entonces de 20.5 V).

c. 2(3) TIénHe .Ahora Z,=2-1/\3y

E,(2(3))=(13-443 )E,(1(1)). (18)

La correspondiente energia de enlace es menor que
la del He neutro, y por tanto no parece posible que el
He pueda captar otro electron mas, es decir, que exista
el ion He .

3. Z=3: Litio

a. 3(1) I6nLi". Ahora

Ey(3(1))=9E,(1(1)),
a,(3(1))=(1/3)a,(1(1) ), (19)
vo(3(1))=9,(1(1)).

Por idénticas razones a las expuestas para el He,
o+ ., ;.
Bohr adopta para el Li" una configuracion electronica
con los dos electrones en el mismo anillo.

b. 3(2) I6nLi". Ahora Z,=11/4,y

E\(3(2))=(121/8)E,(1(1)),
a,(3(2))=(4/11)a,(1(1)), (20)
vy(3(2))=(121/16 )u,(1(1)).

La segunda energia de ionizacion ‘E0{3(2)"}—
EU(S[_I))|:{49/8 }‘EU{:I{'I})‘Z49/16 u.a. es mucho
mayor que la energia de ionizacion del hidrogeno;
esto es, cada uno de los dos electrones del Li' esta
mucho mas ligado que el electrén del H. Asi mismo,
también supera holgadamente en energias de enlace al
He.

Al pasar al Li neutro, las propiedades quimicas del
Litio sugieren colocar el nuevo electron fuera del
primer anillo ocupado por los dos primeros electrones.

El analisis ahora es bastante mas complejo; para
estudiar el efecto dindmico sobre cada electron del
conjunto de electrones en otro anillo Bohr simplifica
reemplazando esta coleccion discreta de electrones por
una distribucion circular uniforme de carga. Esta apro-
ximacion es aceptable siempre que los anillos no sean
muy proximos entre si. De este modo se estima que la
fuerza radial que sobre un electron del anillo i-ésimo
(de radio a; y con n; electrones) ejerce el resto de elec-
trones (tanto de su propio anillo como de los demas)
viene dada por

2

F,-=(jZ—6Z,,,.~Zn,-Q{a;-,_;J)Z—_z, 1)

J#i

donde:
b ] a-
tga, = — (22)
g,
y
Q{a}-zzqen“a[l({'za}—cot a’K'(2a)]
F )= gE 2 ) g )| (23)

siendo K la integral eliptica

K(a)= ]”2 40

—, 24
" \/l—scn‘acos‘ﬂ 24

y K'(ar):=dK (@)/der.

De la segunda ley de Newton con las fuerzas antes
escritas y la condicién de cuantizaciéon (momento
angular de cada electron, en el estado fundamental,
igual a 7) so obtiene inmediatamente (en unidades ato-
micas)

a = ZL’ con Z,=7Z-682, —erJ.Q{al.‘_r_'],
i J#
Z;
vV, =—, 25
R (25)
1 <« 7,
By==—3 —
. ZZaj“

A estas ecuaciones hay que anadir las relaciones
(22). Notese que a,/a, = Z, /Z, para todo par i, j, y por
tanto la carga efectiva que atrae a cada electréon de un
anillo es inversamente proporcional al radio de éste.
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c.  3(2,1) I6n Li". Ahora tenemos dos anillos, el
interior con dos electrones y el exterior con un solo
electron. Necesitamos calcular primero las cargas
Z,,Z,. De lo anterior resulta

2,=3-7-0(@a) 2,=3-20(a), (6

que junto a a,, =arctg\/Z,/Z =1/a,,, lleva a la
ecuacion transcendente

11/4—0Q (arc tgy/1/x |
- 3-20 (arc tgx/;)

27

para X =2, /Z,; esta ecuacion tiene como solucion
unica en la zona x> 1 el valor x=3.26911, con lo que
a,,=0.505202, a, =1.06559, y Z,=2.76598, Z,=
0.846097. En consecuencia

a(3(2,1))=0.361535 a,(1(1)),
a,(3(2,1))=1.18190 a,(1(1)),
1(3(2,1))=7.65065v,(1(1)), (28)
1,(3(2,1))=0.71588 ,(1(1)),
En(_s_ ))=16.0172 E,(1(1)).

Tanto los radios de los dos anillos como las fre-
cuencias asociadas son muy distintos entre si, por lo
que las aproximaciones efectuadas son razonables. Y
parece mas probable, por lo que hemos apuntado, que
la configuracion del estado fundamental del Li sea
3(2,1) en lugar de 3(3), aunque desde el punto de vista
energético esta ultima configuracion fuera mas ligada:

Ey(3(3))=(28-63 )E,(1(1))
_=('3/ 9-3 .'aﬂ(l('l)), (29)
%(3(3))=((28-6¥3 /3101

Como primera energia de ionizacion del estado fun-
damental del L1 resulta ‘E (3(2,1 l—
0.892174|E,(1(1))|, y por tanto menor que la del
hidrogeno, lo que exphca la tendencia del Li a ceder su
electron externo.

11 La afinidad electronica del Li es 0.6180 eV.

Finalmente, parece natural esperar para un ién Li~
la configuracion 3(2,2), con estos valores, deducidos
de forma similar a los de la configuracion fundamental
3(2,1):

a(3(2,2))=0.361723 a,(1(1)),
a,(3(2,2))=1.51600 a,(1(1)),
1(3(2,2))=7.64270 1,(1(1)), (30)
5(3(2,2))=0.435113 v,(1(1)),

E,(3(2,2))=16.1556 E,(1(1)).

mm

Obsérvese la pequeiiez de la primera energia de ioni-
zacién segln estos calculos de Bohr: 1.9 eV."!
4. Z=4: Berilio

Nos limitaremos a dar los resultados del analisis
bohriano.

4(1) I6nBe" . Ahora

E,(4(1))=16E,(1(1)),
a,(4(1))=(1/4) an(l (1)), 31)
1’0(4(1)):]61’0(1(1))‘
b. 4(2) IénBe™.
Ey(4(2))=(225/8)E,(1(1)),
a,(4(2))=(4/15)a,(1(1)), (32)
vy(4(2))=(225/16)v,(1(1)).
c.  4(2,1) I6nBe'.
a,(4(2,1))=0.263013 a,(1(1)),
a,(4(2,1))=0.604503 a,(1(1)),
v,(4(2, ]: 4.4559v,(1(1)), (33)
(4(2,1))=2.736541,(1(1)),

v,(4(21))=
E,(4(2,1))=31.6484 E,(1(1)).
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d  4(2,2) Atomo Be.
a,(4(2,2))=0.261736 a,(1(1)),

a,(4(2,2))=0.673157 a,(1(1)),
v1(4(2,2))=14.5973 v,(1(1)), (34)
v(_4 )) 2.20682 v,(1(1)),
E,(4( =33.6082 E,(1(1)).

e. 4(2,3) IonBe .
a,(4(2,3))= 0.262510 a,(1(1)),
a,(4(2,3))=0.803447 a,(1(1)),
VE(_4(2,3)):[4.5[1490{1{_1)}, (35)
v,(4(2,3))=1.54912v,(1(1)),
EU(_4(2,3)}=33.6702 E,(1(1)).

La afinidad electrénica ‘E
0.843175 eV es muy pequeiia.

(2,3))-E,(4(2.2))|=

También en esta ocasion las configuraciones con un
solo anillo 4(3) y 4(3) son energéticamente mejores
que las 4(2,1) y 4(2,2) antes presentadas, aunque estas
ultimas son las preferidas por otras razones de tipo
quimico.

5.Z>4

Bohr asigna configuraciones plausibles a los
atomos mas ligeros, hasta el Cromo (Z =24) inclusive.
Se apoya en una periodicidad quimica de periodo 8,
que desaparece al llegar al grupo del Hierro. Con argu-
mentos muy cualitativos basados en estabilidad elec-
tronica y en propiedades quimicas de los elementos,
adopta como probables configuraciones del estado
fundamental de los atomos considerados las dadas en
la tabla adjunta:

1(1) 9(4,4,1) 17(8,4,4,1)
2(2) 10(8.,2) 18(8.8.,2)
3(2,1)  11(8,2,1)  19(8,8,2,1)

422) 12(822) 20(8,82.2)
52,3)  13(823)  21(8,82.3)
6(24) 14(82.4) 22(8,8.2.4)
7(43)  15(84.3)  23(8,8.4.3)

8(4.2,2) 16(8,4,2.2) 24(8,8,4,.2.2)

C. Moléculas

El ultimo trabajo de la trilogia se titula On the
Constitution of Atoms and Molecules. Part II1l.—
Systems containing Several Nuclei.">. En él aborda la
estructura de las moléculas mas simples mediante
argumentos similares a los empleados para los atomos.
Ahora, sin embargo, ya no sera posible considerar la
formacion de la moléculas por agregacion sucesiva de
electrones al conjunto de los ntcleos, pues al no haber
suficientes electrones al comienzo el sistema total seria
evidentemente inestable. Asi que la formacion debera
empezarse a partir de atomos preexistentes.

Empieza estudiando la estabilidad de sistemas muy
simples, formados por dos nucleos fijos de cargas
iguales Z, y un conjunto de & electrones que giran soli-
dariamente sobre los vértices de un poligono regular
en un plano perpendicular al eje que une ambos
nucleos, centrado en este. Si a es el radio del anillo de
electrones, y 2b la distancia entre los nicleos, el equi-
librio dinamico del sistema exige, primero, que

bla=((4k/z"-1)" (36)

para que la fuerza sobre cada nucleo sea nula, y luego,
que

1 . 2
—mwla= ZeQ/a‘, donde
- (37)

a 2 \3/2
Z=(2/2k)((4k/2)" -1) -6Z,,

para que cada electron se mueva sobre su Orbita con
frecuencia angular w.

Imponiendo luego la condicién de cuantificacion
para el estado fundamental (momento angular de cada
electron igual a ), resulta, en unidades atdmicas:

ady == s
7z
ZZ
l‘/U:_s (38)
T
1,2
E,=——kZ
2

12N. Bohr: On the Constitution of Atoms and Molecules. Part Il — Systems containing Several Nuclei, Phil. Mag. S 6, 26, 857-875 (1913).
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Como ocurria con los atomos, este sistema es clasi-
camente inestable bajo desplazamientos de los elec-
trones en el plano anular, pero Bohr postula sin mas su
estabilidad declarando inaplicable la mecanica clasica
para las orbitas estacionarias y con el momento
angular de cada electron cuantificado. En cuanto a la
estabilidad bajo desplazamientos transversales al
plano donde se suponen los electrones, de forma
analoga a (12) Bohr obtiene como condicion

22 )2k (ak/2 Y2 -1) " (1-3(2/4k)")
(Z%/2k )((4k/Z)" -1 (1-3(2/ ) e
2 Pro = Prg,-

Esta condicion solo se cumple si Z=1y k=2, 3, esto
es, para la molécula H, y el i6n molecular H;.

1. Molécula H,

Para esta molécula en su estado fundamental, con
dos nucleos de Z=1 y un anillo de dos electrones, se
tiene, en u.a., y segun las formulas anteriores:

%, - xo, e~

o, offe o sfege . egefie
M—Qﬁé\ w, —Oefied-

T tmeded propnid fo o s e L Be o gty sppuclidinem
Jgurntiom of 2 lenms and 2 lickin (Ll sy form B sogimnns
alirrs) | in shoid M Munmn avs ad k.

Figura 2. Gréficos de algunas moléculas, segin Bohr (manus-
crito no publicado), previstos para un apéndice a su trilogia.
Moléculas H,, H,0, O,, O3, H,C, H,C,. Nétese que, errénea-
mente, la estructura bohriana del agua es lineal, asi como la
del ozono.

byJa, =1/, Z=(33-1 _]/4 =1.04904,
a,=4/(3V3-1)=0953254,

wo =270, =7/4- (343 )/8=1.10048,
E,=-7/4+3/3/8=-1.10048.

(40)

Como E, < -1, esta molécula estd mas ligada que el
conjunto de dos "atomos de hidrogenos separados. La
energia desprendida en la formacion de una molécula
gramo de H, a partir de hidrogeno atémico, segin
estos calculos, seria 63 kcal (con los valores de las
constantes fundamentales de la época, Bohr da 60
kcal), a comparar con el actual valor experimental de
104 keal/mol."

El anillo de dos electrones es el responsable, en este
modelo, del enlace covalente entre los dos hidrogenos.

2. I6n molecular H;,

Ahora serian 3 los electrones en el anillo.
Procediendo del mismo modo, resulta

b, /a, = 0.485558, Z=0.878529,
a,=1.13827,

wy =2, =0.771813,
Ey=-1.15T72.

(41)

Al ser —1.15772 < —1.10048, este estado estd maés
ligado que el de la molécula H,, y por tanto es posible
su existencia (tal como J.J. Thomson habia creido
encontrar en sus estudios sobre rayos positivos).'*

3. Molécula HHe

La molécula hidruro de helio es la molécula mas
simple heteronuclear (aparte de la HD): dos nticleos de
cargas respectivas Z,=1, Z,=2, y tres electrones.
Siguiendo a Bohr, esa molécula seria estable si esos

13 Segtin el quimico Langmuir, en cita de Bohr, el valor experimental de entonces atribuido a esta energia era de 130 kcal. Mas adelante, el

propio Langmuir lo rebajaria a unos 78 kcal/mol.

14 Hoy sabemos, sin embargo, que este anién fundamental es metaestable, con una vida media de 8.2 + 1.5 us (Lifetimes of the negative mole-
cular hydrogen ions: H,, D,, and HD", O. R. Heber et al., Phys. Rev. A 73, 060501(R) (2006) [4 pages]; Structure and Stability of the
Negative Hydrogen Molecular lon, B. Jordon-Thaden et al., Phys. Rev. Lett. 107, 193003 (2011) [4 pages].)
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electrones estuvieran los tres en un anillo perpendi-
cular y centrado en el eje que une los dos nucleos. Esta
configuracion resulta ser estable en el sentido boh-
riano, para su estado fundamental; si g, es el radio del
anillo, b,, b, las distancias, al plano del anillo, de los
nucleos 1y 2, d,, d, las distancias de éstos a los elec-
trones, y Z la carga efectiva

Z=Z7(ay/d) +Z,(ald,) -6Z,=1.55180,  (42)
entonces, en u.a.,

b /a=1.44610, b,/a=0.136789,

= =0, GABATS;

, (43)
Vo = 2—=2.40807,

!>N

S|
=

E, =—%k2’3 =-3.61210.

A pesar de que la energia E, es menor que la suma
de las energias fundamentales de un 4&tomo de H y otro
de He, da luego argumentos Bohr para descartar la
existencia de una molécula con tal configuracion,
debido a la imposibilidad de su formacion por aproxi-
macion creciente de esos atomos constituyentes
supuestos inicialmente muy separados entre si.

Concluye Bohr su trilogia resumiendo los postu-
lados basicos que la conforman. Son:

1. Laenergia de radiacion no se emite o absorbe de
forma continua como afirma la teoria clésica del
electromagnetismo; solo lo hace cuando el siste-
ma para de un estado estacionario a otro.

2. La dinamica clasica rige el movimiento en los
estados estacionarios, pero no los transitos entre
ellos.

3. Laradiacién emitida en una transicion entre dos
estados estacionarios es monocromatica, con
frecuencia v relacionada con la energia £ emiti-
da por la formula E = .

4. Los distintos estados estacionarios de un elec-
tron girando en torno a un nucleo se obtienen
exigiendo que su energia £ de enlace dividida
por su frecuencia v+ de giro es un multiplo ente-
ro de /4. Para orbitas circulares, esta hipotesis
equivale a que el momento angular del electrén
en su giro alrededor del niicleo sea un multiplo
entero de 7.

5. El estado fundamental de un sistema atoémico
cualquiera se caracteriza porque el momento
angular de cada electron en torno al centro de su
orbita es 7.

V. BOHR REDIVIVO

El viejo y olvidado modelo atémico y molecular de
Bohr renaci6é pujante a mediados de los 80 como un
interesante limite de la ecuacion mecanocuantica de
Schrédinger para dtomos multielectrénicos y molé-
culas en dimension espacial D =oc.

Witten se percatdo en 1979 que en ese limite los
electrones atémicos se quedan “congelados” en los
valles de un potencial atdmico efectivo, y el valor de
este potencial para esa configuracidon electronica en
reposo lleva a una primera aproximacion a la energia
del verdadero estado fundamental.'> Por ejemplo, para
un atomo hidrogenoide en dimensiéon D (pero sin
cambiar la estructura del potencial culombiano), la
ecuacion de Schrodinger, en u.a.,

(1
I—EﬂD—Z/."

Yp =Epty (44)

se convierte, para la parte radial R(r), cuando el
momento angular orbital es /, en

(1., D-1 I(1+D-2) Z|

L. Doty JeDT) 7]

| 2 2r 2r r (45)
=ELR),.

. D=1)/2 .
Con el cambio u, :==r" "R, se tiene

IS E. Witten: The 1/N expansion in atomic and particle physics, Lectures at Cargése Summer School, RECENT DEVELOPMENTS IN GAUGE

THEORIES, August 1979.
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AA+1) Z
_

(—lﬁf +
2 2r

)uD(r):EDuD(r)’ (46)

-
donde A:=/+%(D-3). Y haciendo ahora el cambio
de escala r=( =((D-1)/2) ),0, vp (P)=up(r),

queda
2, 2A(A+1) Z
- 50, + T2 V(P
- (D-1) (D-1) p~ P, (47)
=EA‘D’UD(p):
con £, =((D-1)/2) E,
Haciendo D — oo queda
" 1 Z -
Vey=—s—— v, =E_v,_.
( ef 2p, p) 3] o o (48)

La ecuacion diferencial ha desaparecido: la masa
del electron ha crecido sin limite (m > ((D—1)/2 ] m)
y por eso el electron no puede oscilar y se asienta en el
fondo del potencial. El valor minimo de ET (energia
E, , del estado fundamental en dimension infinita) es
el valor minimo del potencial Vs, esto es, — 12%
dividido por ((D—1)/2), deberia ser una buena apro-
ximacion a Ej ; para grandes valores de D. De hecho,
es el valor exacto; es decir,

E,o=-32*/((D-1)/2], (49)

para todo D >1."

La solucion wvp g, para el estado fundamental,
tiende a estar concentrada, para D >>1, en el conjunto
de puntos p =1/Z.

Inspirado por los éxitos en fisica estadistica de los
desarrollos en la dimension del espacio como para-
metro, el eminente quimico Herschbach presentd en
1986 un seminal trabajo en el que aplica con enorme
éxito esta filosofia de la dimension variable y los desa-
rrollos en potencias de 1/D que aprende del magnifico
articulo de Witten, al analisis de la energia de los
atomos con dos electrones, concretamente, al pro-

blema del He, en el que tanto fracaso el ingenioso
modelo de Bohr.

A. De nuevo el hidrégeno

En dimension D, la ecuacion radial reducida para
onda / de un atomo hidrogenoide es
1., A(A+1) Z'

‘_Ear +T—7‘ u(r)=Eu(r), (50)

con A:=/+%(D-3).

Los autovalores son

. 1 7?
2 (n,+A+1)
donde n,=0, 1, 2, ... es el nimero cuantico radial. Con
n=n,+I1+1=1, 2, 3, ... como niimero cuantico prin-
cipal, la formula anterior se puede reescribir como

E (D)=— CRR— (52)

% (n+1(D-3))

Asi como los niveles se deducen de los conocidos para
D=3 mediante el simple cambio n+>n+%(D-3), lo
mismo ocurre con las autofunciones radiales aso-
ciadas. Para el estado fundamental en dimension D la
expresion normalizada es

1/2
u (r): & X
(D-1)T(D)

\(D-1)/2 o (._ 27 )
Pl™p

(53)
[ 2Zr
D1

que, tras el cambio de escala »=fp, y renormalizacion,
pasa a ser

(p)_[w}‘” )
D0 T(D) (54)
(D-1)2p)" " exp(-L(D-1)Zp).

16 Para el espectro del hidrogeno en dimensi6n arbitraria véase: M.M. Nieto, Hydrogen atom and relativistic pi-mesic atom in N-space dimen-
sions, Am. J. Phys. 47, 1067-1072 (1979); D.R. Herschbach, Dimensional interpolation for two-electron atoms, J. Chem. Phys. 84, 838-851

(1986).
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Los graficos de los cuadrados de estas funciones
Upo|P ) encierran area unidad, y cuando D —oc
tienden a concentrarse en p =Z ", lo que indica que

vho(P) > 8(P-27"). (55)

Esta concentracion, y la ubicacion en reposo del
electron en el fondo del potencial V., podria llevarnos
a pensar en una violacion del principio de indetermi-
nacion. No es asi; el calculo explicito de las disper-
siones Az, Ap en el autoestado fundamental del atomo
hidrogenoide en dimension D muestra que, para toda

D=3,
ArAp=1./D/(D-2)>1, (56)

p 1
como tenia que ser. !

El anélisis anterior falla para D=1. En este caso
singular conviene repetir lo anterior pero con el

cambio de escala r=((D~-1 )/2],0, con lo que, en
lugar de (47), resulta
1., A(A+1l) (D-1)Z) 1
[ ey R )“"D(P;
2 2p 2p | (57)

=((D-1 )/2 .)2 E,wy, (P),
donde w,, (p):=u, (((D-1)/2)p ).

La funciéon w,,(p ) para el estado fundamental,
normalizada, es

Al R
Wy (P)= {ﬁ} (zp)" " exp(-Zp). (58)

Para D—>1. en el eistado fundamental se anula
A(A+1),y ((D-1)/2) E, =17, por otro lado, el
limite de (D -1 )/(2|x|} cuando D] 1 es d(x), como se
ve teniendo en cuenta que, para cualquier funcion con-
tinua f{x),

limj'D_‘lf (x)lx”™ dx = £(0). (59)

. .. D-1 ) )
La presencia del término |x| es necesaria como jaco-
biano radial en dimension D.

En resumen, para D=1 obtenemos como limite
esta ecuacion de Schrodinger para el dtomo hidroge-
noide unidimensional:

(1 e |-

——83.—2&[x))w{_x):——Z“w(x}, (60)
\ 2 .- 2

que tiene como solucion normalizada (en la semirrecta

x>0 de distancias f'1sicas) la que se obtiene de (58)

tomando D=1:

w(x)=+2Ze ™M, 61)

B. Y ahora el helio

La energia fundamental del atomo de He es E;,=
—2.90339 u.a.; Bohr, con su modelo, obtiene Ej 5=
—49/16 u.a., que excede al valor experimental en un
5.5 %. El error se magnifica a un 18% cuando se com-
paran las energias de (primera) ionizacion. El atomo de
He fue el muro con que se estrelld una y otra vez la
“vieja teoria cudntica” de Bohr. Acomodar con mas
acierto la idea de Bohr, mejorada por Sommerfeld, se
convirtio en todo un reto en el que compitieron
muchos fisicos tedricos de los afios 1913-1923: Bohr,
Landé, Langmuir, Van Vleck, Heisenberg, Kramers.'®
Fue Heisenberg (1922, en carta a Sommerfeld, sin
publicar) quien mas cerca anduvo, nada menos que
evaluando |Ef,| en 2.904 u.a. (j!) En su modelo cada
electron se mueve sobre una elipse (ver fig. 4) y usa
dos reglas de cuantificacion; aparte de la Bohr-
Sommerfeld para cada elipse, introduce otra para dis-
cretizar la accidon asociada al movimiento del angulo
entre los planos de las elipses, y en esta se ve forzado a
introducir una acciéon de valor 54, con un numero
cuantico semi-impar, para mejorar su estimacion de la
energia de ionizacion y lograr el valor de 24.6 eV,
frente a los 24.5 eV experimentales de entonces. Es
una sefial de la futura teoria semiclasica, de la cuantifi-
cacion de Einstein-Brillouin-Keller, en la que inter-
vendran los indices de Maslov.

17 D.R. Herschbach, Dimensional interpolation for two-electron atoms, J. Chem. Phys. 84, 838-851 (1986).

18 J H. Van Vleck: The normal Helium Atom and its relation to the Quantum Theory, Phil. Mag. 44, 842-869 (1922); J.G. Leopold, 1.C.
Percival: The semiclassical two-electron atom and the old quantum theory, J. Phys. B: Atom. Molec. Phys. 13, 1037-1047 (1980); G. Tanner,
K. Richter, J.-M. Rost: The theory of two-electron atoms: between ground state and complete fragmentation, Rev. Mod. Phys. 72, 497-544

(2000).
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-e

(e)

Figura 3. Algunos esquemas de las configuraciones de elec-
trones para el He usadas por diversos autores: Bohr (a), Lang-
muir (b,d), Landé (c), Kemble, y Kramers (e). (Fuente: Leopold
y Percival).

1. Modelo 1 de Langmuir (1921)."”

Nucleo en el origen, orbitas circulares en planos
paralelos y simétricamente dispuestos respecto del
ecuador (plano z=0), recorridas de acuerdo con la
regla de cuantificacion de Bohr, y con los electrones
girando de modo que el segmento que los une es
siempre paralelo al eje del atomo. El equilibrio
dinamico electrostatico exige que la latitud de las
oOrbitas sea £30°. La regla de Bohr se encarga de pro-
porcionarnos la energia, la frecuencia angular, y las
dimensiones (que daremos en unidades atomicas):

_. 27
0= _E!

Go=—r=, (©)

33

=2

16

La distancia nucleo-electron es (2/ NE) )ao =8/9. Como
Ey>—2, este modelo es inestable frente a ionizacion,
pasando espontaneamente al i6n positivo He"; en otras

palabras, su primera energia de ionizacién seria
negativa (—5/16 u.a., es decir, —8.50 eV).

Figura 4. Esquemas de las configuraciones de electrones para
el He consideradas por Heisenberg y Sommerfeld. (Fuente:
carta de Heisenberg a Sommerfeld).

Resumimos a continuacion las predicciones de
algunos de estos modelos @ la Bohr para el caso del
He. Luego hablaremos de la contribucion al estudio
del He que aporta el cambio de escala dimensional.

Figura 5. Esquema original de Langmuir.

191, Langmuir, The Structure of the Helium Atom, Phys. Rev. 17, 339-353 (1921).
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2. Modelo 2 de Langmuir (1921).

Nucleo en el origen, 6rbitas “semi”-circulares en un
mismo plano meridiano, y simétricamente dispuestas
respecto del plano ecuatorial (plano z=0), recorridas
en sentidos opuestos por los electrones, y con los elec-
trones girando de modo que el segmento que los une es
siempre paralelo al eje del atomo. Con la geometria de
la figura, el hamiltoniano para el electron superior es

¢
4cosd |

1 5 22)
H"—(p;+pi
2

= _i(z_
2m r\

(63)

El movimiento regido por este hamiltoniano se halla
numéricamente, y la drbita es, en muy buena aproxi-
macion, un arco de circunferencia con centro en el eje
polar, por debajo del origen. La escala queda fijada
imponiendo que el momento angular en el “peri-
nucleo” (¢=0) valga % (es la forma como Langmuir
propone, con un razonamiento un tanto peregrino,
interpretar en este modelo la condicion de Bohr). Con
todo esto, el autor obtiene como energia E, del
sistema, distancia r, de maxima aproximacion de cada
electron al ntcleo y frecuencia angular méaxima w, en
ese momento, estos valores numéricos (en u.a.):20

E;,= —l><5.891 1,

2
r, =0.4780, (64)
w, =4.3765

En esta ocasion, la primera energia de ionizacion vale
0.94805, esto es, 25.80 eV, a comparar con el valor
experimental 24.59 eV.

De este acierto es responsable la manera con que
Langmuir interpreta la condicion de cuantificacion de
Bohr; de haberla mantenido mas al pie de la letra,
como, por ejemplo, exigiendo que

ésfr})@mﬁ:m (65)

el resultado hubiera sido muy distinto,”' pues conduce,
igual que en el modelo 1 del mismo autor, a un
potencial de ionizacién negativo (en este caso, —5.55
V). (Ver Langmuir para detalles.)

3. Modelo de érbitas cruzadas (1921-1923).

Corresponde al esquema (e) de la Fig. 3. Fue consi-
derado por Kemble (1921), Van Vleck (1922), y
Kramers (1923), este ultimo bajo la direccion de Bohr.
En aproximacion de orden 0 (ausencia de repulsion
electronica), el modelo constaria de dos orbitas circu-
lares iguales, que comparten un didmetro, y yacen en
planos que se cortan formando un angulo diédrico de
120°. De este modo se consigue que si los electrones
las recorren en sentidos opuestos, cada uno con
momento angular orbital igual a 7, su suma vectorial
tenga también ese mismo modulo. Pensemos en el
modelo basico de Bohr para el He, con electrones
girando diametralmente opuestos en una Orbita cir-
cular, y que giramos 120° el plano orbital de uno de los
electrones a lo largo de un didmetro fijo. La situacién
en cada instante de los electrones es simétrica respecto
del eje (direccion del momento angular total) que pasa
por el nucleo, es perpendicular a la recta de inter-
seccion de los dos planos orbitales y yace en el plano
bisector del diedro formado por dichos planos.
Tomado ese eje como eje Oz, las coordenadas cilin-
dricas de los electrones son# ¢, zy r, ¢+, z, respecti-
vamente.

El estudio de la dinamica completa lleva a un pro-
blema no separable, que Van Vleck analiza perturbati-
vamente al estilo del problema astronémico de los tres
cuerpos, mientras Kramers también recurre al calculo
de perturbaciones pero limitaindose a estimar la
influencia en la energia del estado fundamental del
Helio de la repulsion e’/2r entre los electrones tanto
en primer como en segundo orden.

Van Vleck, tras un largo calculo que le llevo 6
meses realizar, concluye que la energia del He segun
este modelo es

E, z—%xS.SOS u.a. (66)

Segin Kramers, la energia fundamental de un
sistema con dos electrones, un nticleo de carga Z, y una
geometria como la de este modelo que discutimos, es
estimable como

20 El 4ngulo ¢ del punto extremo del arco recorrido es 1.3607 rad, es decir, 77°5745"".
21 Kemble abunda en este tema: E.C. Kemble, Helium and Hydrogen Models, Science, New Series, 52, 581-583 (1920).
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Ey(Z)=Ey(Z)+Ey (Z)+Ey,(Z)+...

=—5(22°~137288Z +0.27089+...),

y por tanto para el He (Z=2)
1
E, z—Ex5.52513u.a. (68)
una estimacion que es compatible con la anterior.

El valor experimental es £ ., ~ —% x5.80677.

exp ™

4. El helio bajo cambio de escala dimensional

Veamos qué mejoras predictivas acerca de los
atomos o iones con dos electrones (prototipo es el He)
puede tener el método de cambio de escala en la
dimension D. Si se aplica a la ecuacion 3D de
Schrodinger para esos sistemas, en la aproximacion en
que despreciamos el movimiento del ntcleo,

_% {AIZ + Ai — [:'Vl_l + rz_l )‘H':; :)li’(rwrz:

(69)
= E'f.!'f‘(‘?srz }

el cambio de escala D-dimensional, para luego hacer
tender D —> o0, se obtiene como potencial efectivo,
cuando ambos electrones estan en onda S, una funcién
que solo depende de las variables p;, p,, 6, donde p; es
simplemente la distancia r; escalada, y 6 el angulo

entre p;, p,.

Ve(Py,Py,0 )=
1 zZ Z 1 (70)

)
p; |sen’® p, p, |p-p,

Z| 1
{1y
2\ p
El minimo de este potencial se puede hallar analitica-
mente en el caso de configuracion simétrica (p; = p,);
este es forzosamente el caso cuando Z>Z:=

1/[2-" 2 [t4_-"3 ) —(3/4 ]Hﬂ =1.22791. El calculo numérico es
también sencillo, y se obtienen los valores que siguen:

Z pr—py 0O E.|Z*

1 1.53586 101.133° 0.440352
Zy 1.39952 98.8994° —0.523073
2 1.21393 95.3006° 0.684442
3 1.13339 93.4793° —0.781346

4 1.09688 92.5896° 0.832858
10 1.03665 91.0219° 0.930843
30 1.01193 90.3386° — 0.976603

o | 9(° —

Cuando Z<Z, el minimo del potencial se alcanza
para dos configuraciones asimétricas; asi, por ejemplo,
para Z=1.1, el minimo, E,/Z=-0.504608 se con-
sigue bien con p,=1.00138, p,=9.18601, 6=
90.5996°, o bien con p,=9.18601, p,=1.00138, 6=
90.5996°, mientras que la configuracion simétrica con
potencial minimo es p, =p,=1.46617, 6=100.028° y
valor E_/Z =-0.479739. En el caso limite Z=1, el
verdadero minimo del potencial se alcanza cuando uno
de los electrones esta en el infinito, y el otro a distancia
1 del nicleo.

El otro caso extremo, D—> 1, exige un cambio de
escala distinto (como en el caso de atomos con un solo
electron): »=((D-1)/2)p. E igual que entonces,
obtenemos como limite la ecuacion

(—E(a; +0% )-Z(6(x)+5(x,))
2 T
+6 (x, - x, )}w(xl,xg )=—Ew(x,x,),

!

con £:=((D-1)/2) E.

Esta ecuacion para atomos con dos electrones en
dimension D=1 tiene a lo sumo un estado ligado, ya
que su hamiltoniano

H(Z)=

_E[ﬁil +5i )=Z (S (x )+ (x, ))+6(x—x) (72
esta minorado por aquél en el que se desprecia el
término repulsion entre los electrones:

H, {_‘Z);:%(_a; +32 )-Z(8(x)+8(x,)).  (73)

Este hamiltoniano sin repulsion coulombiana es sepa-
rable, y para Z >0 tiene un estado ligado, y solo uno,
con energia —Z 2 y autoestado

w(x,x, =22 Wtk (74)

Por otro lado, H(Z) tiene algtn estado ligado si Z>1,
porque esta mayorado por H (Z)+3(x, +x,), y este
ultimo hamiltoniano, para Z>1, posee al menos un
estado ligado. En efecto, puede comprobarse directa-
mente que
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Figura 6. Energia E,(Z ] del ién 1D con dos electrones (rojo,
linea continua), minorada por su energia en ausencia de repul-
sion coulombiana_entre sus electrones (azul, linea de puntos),
y mavorada por E;(Z ] para Z=1 (linea verde de puntos), y
por —522 para Z=Z, (magenta, linea de puntos).

w(x, X, )=2(-1+2Z)(-1+2Z)x

(75)

~Z(jn |+ ) % (s +x2 |45 =52 )

es autofuncion normalizada en el cuadrante x,>0,
x,>0de H(Z)+68(x, +x,) con valor propio £, (Z )=
-3z2*-4(z-1).

En consecuencia, H(Z) posee exactamente un
estado ligado, y su energia Ey(Z) esta en el intervalo
(—Z°,—%Z?), para todo Z>1."***. El comportamiento
de esa energia E,(Z) segiin Z viene dado en la figura
adjunta. Para Z > 1 se comporta como — Z2; para Z= 1
la energia EU (1 ):—%, y el estado fundamental del
hamiltoniano H(Z)+ d(x;+x,) se sumerge en el con-
tinuo %,00) (su autofuncion deja de ser normali-
zable). Sin embargo, E,(Z) contintia por debajo del
umbral de ionizacion —%Zz al ir disminuyendo Z
dentro del intervalo (Z,.1, donde Z,:=0.374903,
Para Z<Z, el i6n con dos electrones deja de tener un
estado ligado.

Para el célculo de la funcién Ey(Z) hemos echado
mano de los resultados de Rosenthal:

20
ZYnZY ¢ |7, (76)
1]

donde los coeficientes c,=—1, ¢;, ... del desarrollo
perturbativo Rayleigh-Schrodinger, numéricamente
calculados (se conocen exactamente para j < 3), son:

J'l le c,ra.-] 0

| 0.5000000000x10°  0.1296950809x10~
2 —0.1627934091x10° —0.1250616476x107"
3 0.1398914766x10”"  —0.4609442100x10°*
4 0.1642768530x107 —0.3301786254x107
5 0.1700913369x10™*  0.2872509602x107°
6 —0.5274758623x10*  0.1132884976x107°
7
8
9
1

—0.1329105066x10™*  0.8610269419x107"
0.5185337783x107° —0.7538614284x10™"
0.6697904388x10° —0.3052989534x10™"

0 0.2167349914x10° —0.2268955848x107"

Una simple interpolacion lineal en la variable 1/D
entre las energias fundamentales del atomo de He para
dimensiones 1 e oc, lleva a la siguiente estimacion para
su energia cuando D=3:

Eoye (D=3)m
1 (77)
gEo,m (D=1)+— 5 E e (D=1)=-2.87698,

cuyo error relativo es menor del 1 %.*

VI. EL ATOMO DE H EN TODO SU
ESPLENDOR

La aparente simplicidad del &tomo de hidrogeno es
un tanto engafiosa. Ni su nticleo es puntual, ni su masa
es infinita, ni el electron se mueve a velocidad igno-
rable con relacion a la de la luz, ni los espines de
ambos actores (nticleo y electrén) son meros especta-
dores que no intervienen en el gobierno del sistema, ni
la dindmica del atomo se reduce solo a la mera inter-
accion culombiana. La precision actual reclama la con-
sideracion de todos estos extremos, y en la compa-

22 C.M. Rosenthal: Solution of the Delta Function Model for He-liumlike Ions, J. Chem. Phys. 55, 2474-2483, (1971).

23 R.J. White, F.H. Stillinger: Analytic Approach to Electron Correlation in Atoms, J. Chem. Phys. 52, 5800-5814 (1970)

24 Como valor teérico para el He en dimensién 3 podemos tomar Ep.pe(D =3)=2.903724377034119589(5). Ver: J.D. Baker, D.E. Freund,
R.N. Hill, J.D. Morgan III: Radius of convergence and analytic behavior of the 1/Z expansion, Phys. Rev. A. 41, 1247-1273 (1990); A.
Burgers, D. Wintgen, J.-M. Rost: Highly doubly excited S states of the helium atom, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 28, 3163-3183 (1995).
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racion entre la teoria y el experimento se ha encon-
trado un excelente banco de pruebas para la fisica de
vanguardia y sus posibles limites.

La version no-relativista del atomo de hidrogeno
presenta un espectro de niveles £, dependientes solo
del nlimero cuantico principal n (estructura gruesa o
Rydberg An #(): en lenguaje bohriano, las energias de
las distintas Orbitas estacionarias dependen solo del
semieje mayor de la elipse, y no de su excentricidad.
Esta “degeneracion” tedrica es debida tanto a la
estructura no relativista de la energia cinética del
electron como a la forma 1/ del potencial de inter-
accion.

A. Correcciones por retroceso del nucleo

La consideraciéon del movimiento del nucleo en
nuestro problema de dos cuerpos corrige la posicion de
los niveles E, (efecto isotopico). El resultado exacto de
este efecto en mecanica no-relativista (tanto clésica
como cuantica) consiste simplemente en reemplazar la
masa del electron por la masa reducida del sistema:
m>m, =mmy [ (m,+my), siendo m,my las masas
del electron y del nticleo, respectivamente. Luego
diremos qué ocurre en el caso relativista, mucho mas
complejo.

Este efecto tiende a subir ligeramente cada nivel £
en (AE)/|E|~ m, [my ~5x107/ 4, siendo 4 el nime-
ro atomico del nucleo.

B. Correcciones relativistas

La relatividad especial es responsable de la
estructura fina (Aj #0), en la que cada linea “gruesa”
de los niveles E, se rompe en varias mas “finas”, como
observé Michelson por vez primera en 1891/92.
Correspondié a Sommerfeld (1916) el sugerir una
explicacion de este desdoblamiento, mediante la consi-
deracion de la forma relativista de la energia cinética.
Aplicando esto a su version generalizada de la regla de
cuantificacion de Bohr, obtuvo como energias estacio-

narias posibles para los atomos hidrogenoides la
expresion:

2 _
En\n,. /mec S

12
{14—220(2[n-nL,ﬁ-,,’nf,mZzaz:) } ~l

donde & = e?/he =1/137.035 999 1736(342) es la cons-
tante de estructura fina (introducida precisamente en
ese trabajo de Sommerfeld de 1916), n=n, +n, es el
nimero cuantico principal, siendo n,=0, 1, 2, ... y 1, =
1, 2, ... los nimeros cuanticos radial y azimutal, res-
pectivamente.”” Esta formula, a pesar de que en su
deduccién no interviene el espin del electron,
reproduce cuantitativamente los subniveles finos, pero
no sus multiplicidades. Coincide con el resultado
obtenido a partir de la ecuacion relativista de Dirac,
que si incorpora el espin electronico; tras la sustitucion
n,—> j+ %, la formula anterior da la energia E, ; del
subnivel caracterizado por el nimero cuantico prin-
cipal n=1, 2, y el momento angular total
j= %, %, %,..., n-— % del electron. Para bajos valores de
Z,

(78)

E,!‘jz—EmE{Zac)E’:—zx
. (79)
Za) | P

| 1463 “)( 1 _i)+o{(2a)“].
n o \j+1 4n ' ;

El resultado de Dirac para la energia total del
electron (incluida la energia en reposo) cuando se des-
precia el retroceso del nucleo es de la forma

ED(”af.:}: muCE Xjﬂn(n,j_}l,

(80)

donde m, es la masa del electron.

Este resultado, hasta orden (Za)* inclusive, consta
de tres tipos de contribucion: 1/ una parte proveniente

25 El valor dado para o es el més preciso en la actualidad, y proviene de la medida, por un grupo de Harvard, de la anomalia a, en el factor
g del electron. Ver, por ejemplo, E. de Rafael, Update of the Electron and Muon g-Factors, Nuclear Physics B (Proc. Suppl.) 234, 193198

(2013); arXiv:1210.4705v1 [hep-ph].
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de la primera correccion relativista a la energia
cinética del electron; 2/ otra parte debida a la inter-
accion espin-orbita propiciada por la energia de acoplo
del momento magnético intrinseco del electron con el
campo magnético que el electron, desde su sistema en
reposo, ve generado por el campo eléctrico del nucleo
con su movimiento relativo; y 3/ la parte asociada al
hecho de que el electron relativista ve un tanto difu-
minado el campo culombiano —Ze/r del niicleo debido
al fendmeno llamado de zitterbewegung (movimiento
de oscilacion aleatoria del electron en una region del
orden de su longitud de onda Compton).

La estructura fina (Aj #0) presenta desdobla-
mientos muy pequeiios y negativos (del orden a lo
sumo de 10~ para el hidrogeno) en relacién a los
gruesos. Persiste la degeneracion en el momento
angular orbital, pues asigna la misma energia £, ; a los
niveles nlj, con [ = j +1/2; por ejemplo, los subniveles
ns,, y npy, (n=1), tienen idéntica energia, asi como
los npy, y nd,, (n>2), etc.

El orden de magnitud del desplazamiento fino era
de esperar cualitativamente. Recordemos que la
primera correccion relativista a la energia cinética es
de orden fraccionario (v/c)”, que, como v/c~(Za)/n
para estados con niimero cuantico principal n, propor-
ciona una estimacion dada por (Za )2 n.

La consideraciéon del movimiento del nucleo en
este problema relativista de dos cuerpos corrige la
féormula anterior. Como ya anticipamos, su inclusién
en mecanica relativista es mucho mas complicada;
bastenos decir que hasta términos en ( Zo:)‘1 inclusive,
la energia total del problema estrictamente coulom-

biano de dos cuerpos es de la forma

E, =
5 202

1-5, (Za) mc
k(20+1) 2n°m;

+0((zaY ),

donde / es el numero cuantico orbital, y k:=
PR S 1
(-1) (j+3).

Se conocen las expresiones analiticas de las correc-
ciones en orden (Za)’ y (Zat)®, asi como valores numé-
ricos para la correccion total.

Las correcciones relativistas para el estado funda-
mental hacen que la energia de éste disminuya, res-
pecto de su valor bohriano, en unas 13 partes por
millon, mas concretamente, en 43.8 GHz.

C. Correcciones por EDC

La electrodinamica cuantica (EDC) viene a enri-
quecer la situacidon, con la intervencion de mas dia-
gramas de interaccion entre el electron y el proton del
atomo de hidrégeno, que convierte a este sistema de
dos cuerpos, inicialmente simple, en un problema de
infinitos grados de libertad. Sin entrar en detalles, nos
limitaremos a decir que los niveles sufren desplaza-
mientos, y todos, salvo el fundamental, adquieren
anchura, tornandose inestables. Sus desplazamientos
se deben a muchos factores, que se engloban bajo la
denominacion genérica de efecto Lamb; de mayor a
menor relevancia, estan las correcciones debidas a la
autoenergia del electron, la asociada a la polarizacion
del vacio, las correcciones por retroceso (masa finita
del nucleo), las correcciones por intercambio de dos o
mas fotones, efectos del tamafio finito del proton y de
la autoenergia de éste,... Total, el nivel fundamental
experimenta por ello un aumento de energia estimable
en 8.172894(51) GHz. Teoria y experimento estan de
acuerdo.”’

D. Estructura hiperfina

Ya incluso dentro de la aproximacion no-relativista,
la interaccion entre los momentos magnéticos del
nucleo y del electron produce la llamada estructura

26 P.J. Mohr, B.N. Taylor, D.B. Newell: CODATA recommended values of the fundamental physical constants: 2006, Rev. Mod. Phys. 80,

633-730 (2008).

27 M. Weitz et al.: Precision measurement of the 1S ground-state Lamb shift in atomic hydrogen and deuterium by frequency comparison,
Phys. Rev. A 52, 2664-2681 (1995); F. Biraben: Spectroscopy of atomic hydrogen. How is the Rydberg constant determined?, Eur. Phys. J.
Special Topics 172, 109-119 (2009); P.J. Mohr, B.N. Taylor, D.B. Newell: CODATA recommended values of the fundamental physical cons-

tants: 2010, Rev. Mod. Phys. 84, 1527-1605 (2012).
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hiperfina (AF #0), que afecta fundamentalmente a los
niveles 5. Si F:=J +1 es la suma del momento angular
(orbital y de espin) del electron (J=L +S) y del espin
del nucleo (I), la interaccion entre el momento dipolar
magnético del nicleo u,, := g, u,1/7 y el campo mag-
nético producido tanto por el electron en su movi-
miento orbital alrededor del nlcleo como por su
momento dipolar magnético u, :=—g, u, S/h produce
un desplazamiento del nivel £, ;; dado esencialmente

nlj
por este resultado debido a Fermi:

En,f_ JF s —
4 B s (82)
_Egegf\:#cﬂp{nau.} (l'5>;.'éﬂ}=
donde g,:= fl/{Z(erC] es el radio Bohr para el

electron en el campo culombiano del nucleo, y

i siF=1+1,

(I . S) = (83)
-(I+1) siF=I-3.

Estos desplazamientos son mucho mas pequefios (en
un factor del orden de m, / (Zm) <107 que los des-
plazamientos finos. Para el hidrégeno en su estado
fundamental, la diferencia E,, ., —E, ; ,=59ueV
es unas 40 veces menor que el desplazamiento Doppler
térmico debido al fondo cdésmico de microondas
(kgTp=0.23 meV, para T,=2.7 K.) Por eso la famosa
linea de 21 c¢cm emitida por el hidrogeno atomico al
pasar del estado £, ., al E ., se detecta incluso
en regiones cosmicas sin estrellas ni gas caliente,
porque el fondo cosmico de microondas, que permea
todo el Universo, se basta por si solo para excitar cual-
quier atomo de hidrégeno en cualquier rincon del
cosmos. El polvo cosmico, que impide el paso de toda
luz visible que intenta atravesarlo, apenas bloquea el
paso de la radiacion de 21 cm, pues el tamafio medio
de los granos de polvo es despreciable frente a esa lon-
gitud de onda.

El orden de magnitud de los desplazamientos hiper-
finos también es natural. La energia de interaccion de
dos dipolos magnéticos i, u, a distancia mutua r es

del orden de (i, / . Por tanto el desplazamiento
hiperfino es de orden £, 1, / (h/(m,Zac/n) .

Ahora bien, la frecuencia de la transicion hiperfina
Av, (1s ] en el estado 1s,, del hidrogeno fue durante
muchos afios la cantidad mejor medida de toda la
fisica; en la actualidad su valor experimental es

Avys (15)=1420405.751768(1)kHz.  (84)

De este valor la formula (82) solo reproduce las tres
primeras cifras significativas.?®

Las correcciones relativistas y de electrodinamica
cuantica para estados ligados mejoran algo el ajuste,
pero no del todo; con dichas correcciones se consigue

Av,, (1s, el + EDC)=1420 452 kHz,  (85)

que sobrepasa en 33 ppm al valor experimental. Este
exceso debe ser compensado por las correcciones
nucleares, debidas al tamafio finito del nucleo.

En resumen, la interacciéon entre los momentos
magnéticos del electrén y del proton produce una
nueva bajada del nivel fundamental en (3/4)Av,, =
1.0653 GHz.

Con todo esto, el nivel fundamental del atomo de
hidrogeno se sitia en

E, =-13.598434005136(12)eV
=—1x0.999 466 508 343 45(90 ) u.a.

(86)

0, equivalentemente, en términos de niumero de ondas,
y de frecuencias,

|E,| =109 678.77174307 (10 )cm™

(87)
=3.2880868571276(31) PHz.

VII. EL ATOMO CON DOS ELECTRONES
Y LA APROXIMACION SEMICLASICA

Hoy sabemos que el fracaso del modelo de Bohr
con el atomo de Helio se debidé mas a unas reglas de

28 Hacemos los calculos con los valores actuales g, =2x(1+1159652180.73(0.28)x10 "), g, =5.585694713(46]; con esto,

A

Ay, (1s )~=2 1421 MHz. Notese, por tanto, que el efecto de EDC sobre el electron como si fuera una particula libre ha sido ya tenido en cuen-
ta a través de su anomalia @, =0 /2T + . en el momento magnético: el factor g giromagnético del electron, de valor exacto 2 en la teoria de

Dirac, pasa a ser g.=2>2(1+a,,.
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cuantificacion inadecuadas que al propio espiritu del
modelo bohriano. Tanto para Bohr como para
Sommerfeld en su generalizacion de las reglas de
aquél, las integrales de accion en cada una de las
variables de separacion del hamiltoniano (en ausencia
de repulsion interelectronica) eran un multiplo entero
nh de h. Aprendimos afos después, gracias a
Einstein,” Brillouin,” Keller’' y Maslov,* que dichas
integrales debian mas bien satisfacer las condiciones

ﬁ([.f :=.';I:'p_quj' )=(n, +30,)h, (88)
donde «;, indice topoldgico o indice de Maslov, debia
valer 0 para oOrbitas de rotacion (caso del angulo azi-
mutal @) y 2 para drbitas de oscilacion o libracion
(caso del angulo polar 6 o de la distancia 7). En cual-
quier caso, como para dtomos hidrogenoides la energia

€s :X()‘(! +1{) +!wJ >y

1 p : .
27h {Zp.quf =(n+3+ng+5+n] (89)
Th) 3

los niveles siguen siendo o< n?,conn=1,2, ... Pero
cuando pasamos a atomos con repulsion entre los elec-
trones, los indices de Maslov pasan a adquirir mucha
importancia.

Figura 7. Cambio producido al variar muy poco las condicio-
nes iniciales en las érbitas del primer modelo de Langmuir.

Casi sesenta afios después de la citada aportacion
de Heisenberg al estudio del He con el modelo de
Bohr, se ofrece un tratamiento perturbativo y otro
variacional de los efectos de la repulsion electronica
sobre la energia del estado fundamental del He. Se
obtienen asi las estimaciones E; ~-2.7410u.a., y
E, ~-2.8407 u.a., respectivamente, a comparar con el
valor experimental E, ~-2.90339 wa.” Como
modelo no perturbado se toma uno parecido al de
Kramers: electrones en orbitas elinticas iguales, de
excentricidad e:=(1-1] /I’ :]l'“ =/3/2, en planos que
se cortan formando un angulo de 120° entre si. Los
nimeros cuanticos (en esquema de cuantificacion
EBK) son n,=(n=n,+n,)=%, ni=n +n =1.

A. El Helio como problema clasico de tres
cuerpos

Consideremos el He descrito por el siguiente
hamiltoniano:

1,, 5 2 2 1
H==(p +p))-———+—, 90
2< l 2> |r1| |r2| |r12 ©0)

donde suponemos el ntcleo de masa infinita, en el
origen, y los electrones con posiciones r, r,, posicion
relativa 1, =r, —Ir;, y momentos p;, p,- Usamos uni-
dades atomicas.

La interaccion entre ambos electrones impide la
integrabilidad (en sentido Louville) de este pro-
blema:** no existen 6 constantes del movimiento
-{;’], ves ;’(,} en involucidn, esto es, 6 funciones de r, r,,
P, P, tales que los siguientes paréntesis de Poisson
sean nulos

(L) =41 =0, (91)

ifp TV kT

29 A. Einstein, Zum Quantensatz von Sommerfeld und Epstein, Verh. Dtsch. Phys. Ges. 19, 82-92 (1917); A. Douglas Stone, Einstein’s
unknown insight and the problem of quantizing chaos, Phys. Today 58(8), 37-43 (2005).

30 L. Brillouin, Remarques sur la mécanique ondulatoire, J. Phys. Radium 7, 353-368 (1926).
311 B. Keller, Corrected Bohr-Sommerfeld quantum conditions for nonseparable systems, Ann. Phys. (N.Y.) 4, 180-188 (1958).
32 V.P. Maslov, THEORIE DES PERTURBATIONS ET METHODES ASYMPTOTIQUES, Dunod Gauthier-Villars, Paris, 1972.

33 J.G. Leopold, 1.C. Percival, A.S. Tworkowski: Semiclassical perturbation theory for energy levels of planetary atoms, J. Phys. B: Atom.
Molec. Phys. 13, 1025-1036 (1980); J.G. Leopold, I.C. Percival, loc. cit.

34 T.J. Stuchi, A. Lépez-Castillo, M.A. Almeida: Nonintegrability of the three-body problems for the classical helium atom, J. Math. Phys.
47, 093506 (2006).
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La Fig. 7 muestra cuan complejas pueden ser las
orbitas clasicas de los electrones en este sistema, asi
como su gran sensibilidad ante cambios pequefios de
las condiciones iniciales. Son cambios en las veloci-
dades iniciales de los electrones que son de unas partes
en 1010, en u.a.

En cuanto a la ergodicidad, se sabe que el He, como
sistema dinamico, no es ergodico, pues la orbita
periddica dada por el modelo segundo de Langmuir es
linealmente estable en todas las direcciones.™

B. Atomo de He colineal

Cuando los dos electrones se mueven sobre el eje
Oz (con el nucleo en el origen) la discusion del sistema
se simplifica enormemente, aunque sigue conservando
su importancia a efectos de la aproximacioén semi-
clasica que discutiremos un poco mas adelante.

En el caso colineal, hay dos configuraciones muy
distintas: 1/ una, que denotaremos por Zee o =0, en
que ambos electrones estan en la misma zona del eje,
bien ambos con z>0, bien ambos con z<0; y 2/ otra,
configuracidon eZe o 6=, en que los electrones se
hallan en zonas opuestas, uno con z>0, y el otro con z
<0.

En las configuraciones Zee la repulsion entre los
electrones impide que estos colisionen entre si. Hay
unas Orbitas perioddicas, en las que el electron interior
rebota una y otra vez, incesantemente, contra el
nucleo, mientras el electron exterior esta casi “con-
gelado”, oscilando, con igual frecuencia que el
anterior, entre dos posiciones radiales determinadas y
proximas entre si. Estas orbitas periddicas Zee son
linealmente estables bajo pequefios cambios (longitu-
dinales y/o transversales) en las condiciones iniciales.

Por contra, en las configuraciones eZe ambos elec-
trones pueden colisionar con el nicleo. Toda la infor-
macion numérica disponible sobre estas configura-
ciones apunta a que el He es caotico en la zona del
espacio de fases en torno a estas disposiciones eZe:

hay un nimero exponencialmente creciente (con la
accion) de orbitas periddicas, bien conocidas, todas
ellas linealmente inestables.

C. Formula semiclasica de Gutzwiller

Es una importante formula que relaciona, en la
aproximacion semiclasica, el espectro de autovalores
del hamiltoniano cuantico con el conjunto de oOrbitas
periodicas cuando el sistema clasico es caotico.
Permite estimar los niveles cuanticos a través de infor-
macion arrancada a la dindmica clasica. Son calculos
complejos, llenos de dificultades numéricas (series
divergentes que hay que sumar adecuadamente) pero
que han permitido estimar, con aceptable precision
(del orden de un 1%), los niveles del He en el sector
L =0, tanto con espin electronico total S=0 como S=1
(es decir, en configuraciones espaciales tanto simé-
tricas como antisimétricas).

VIII. EL ATOMO CON DOS
ELECTRONES Y LA MECANICA
CUANTICA ORDINARIA

Cuando se analiza el problema espectral del atomo
de Helio con la mecanica cuantica convencional, se
empieza generalmente por olvidar la repulsion entre
los electrones, y luego tenerla en cuenta perturbativa o
variacionalmente. Se parte del estado lsls, se le
afiaden unos cuantos términos de capas superiores, y
se calculan sus amplitudes minimizando la energia. La
sorpresa surge al constatar que por muchos términos
(de estados ligados en ausencia de repulsion) que se
tomen en cuenta, nunca nos aproximamos lo suficiente
a la energia fundamental de He. En realidad, no habria
por qué extrafiarse, ya que el conjunto de los estados
ligados del atomo de He sin repulsion no es completo
en el espacio de Hilbert, ya que nos olvidamos de la
parte del continuo, en que el He esta simple o doble-
mente ionizado. El calculo revela que el estado 1sls
tiene una probabilidad de presencia de aproximada-
mente un 91% en el verdadero estado fundamental del
He, y que la consideracion de todos los n,/;n,l, no

35 K. Richter, D. Wintgen: Analysis of classical motion on the Wannier ridge, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 23, L197-L201 (1990).
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llega al 99 %, haciendo necesaria la intervencion de
los estados hidrogenoideos del continuo para cubrir el
1% restante.*

Para apreciar hasta qué grado de precision se rea-
lizan algunos calculos, he aqui el valor de la energia E,
del estado fundamental del He, en unidades atomicas,
y suponiendo que su hamiltoniano es el hamiltoniano
ideal

2

IS

1- 2 ')
HHc :_[_plA +p£)_

> 92)

Se sabe’’ que

E,=-2.90372 4377034119 5983111592

(93)
45194 40444 66969 25310 5...
Cuando se considera el atomo de He en toda su
complejidad fisica (masa finita del nucleo, correc-
ciones relativistas, EDC,...), se tiene este resultado:*®

E,=-1x5.8067717521(30)u.a.
04
=-79.005151042(40) eV

0, equivalentemente, en términos de numero de ondas,
y de frecuencias,

|E,|=637219.54487(30)cm™

; 95)
=19.103 361364 (10) PHz.

36 J. Hutchinson, M. Baker, F. Marsiglio: The spectral decomposition of the helium atom two-electron configuration in terms of hydrogenic

orbitals, Eur. J. Phys. 34, 111-128 (2013).

37 Ch. Schwartz: Experiment and Theory in Computations of the He Atom Ground State, International Journal of Modern Physics E vol. 15,
877-888 (2006); Further Computations of the He Atom Ground State, arXiv:math-ph/0605018v1.
38 A. Kramida, Yu. Ralchenko, J. Reader, and NIST ASD Team (2013): NIST Atomic Spectra Database (ver. 5.1), [Online]. Available:
http://physics.nist.gov/asd [2014, April 17]. National Institute of Standards and Technology, Gaithersburg, MD.; V.A. Yerokhin, K. Pachucki:
Theoretical energies of low-lying states of light helium-like ions, Phys. Rev. A 81, 022507 (2010).



