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El objeto de esta conferencia es ofrecer un ejemplo
concreto y claro de la profundidad con que la
Matematica superior ha penetrado en la Biologia, una
ciencia, y en la Agricultura, una técnica, campo de
aplicacion que le habia estado cerrado hasta hace poco
tiempo. Esta penetracion ha tenido y tiene que vencer
grandes obstaculos, debidos por una parte al recelo que
sienten los cientificos no matematicos hacia las
Matematicas y por otra a la gran dificultad de las
teorias y métodos matematicos de aplicacion en la
Biologia y en la Agricultura, que hace que sea muy
pequefio el nimero de especialistas que pueden tra-
bajar en esta materia.

A fines de 1963 la O.C.D. organiz6 un seminario
internacional de Matematicas aplicadas para inge-
nieros, con tal motivo en los distintos paises de la
0.C.D. se formaron Comisiones Nacionales de Mate-
maticas aplicadas, estando la espafola constituida por
nueve Profesores, entre ellos yo. Se celebrd en Paris.

Las distintas comisiones Nacionales prepararon
informes sobre multiples aspectos de la formacion
matemadtica de los ingenieros, que iban desde una
renovacion de la ensefianza en el Bachillerato, hasta
cursos de alta especializacion para postgraduados,
informes que seguian unas directrices generales. A
cada Nacion se le encomendd un informe monografico
sobre un aspecto del informe general, correspondiendo
a Espaia el concerniente al Célculo de Probabilidades
y la Estadistica Matematica. La Comision Espafiola
encomendo a los Profesores Sixto Rios y Dario Mara-

vall la redaccion de dicho informe monografico espe-
cifico, el cual se subdividio en dos partes distintas, a
cargo cada una de los dos Profesores antecitados.

El informe mio se referia a la formacion mate-
matica de los que pudiéramos llamar ingenieros agro-
bidlogos (ingenieros agronomos y de montes) y fue
concebido por mi para paises superdesarrollados, pero
que también puede interesar en parte, reducido y
limitado, a otros paises. En enero de 1965 se celebro
en Paris el antecitado seminario, en el que yo tuve la
ocasion de exponer verbalmente mis ideas sobre la
reforma de los fundamentos axiomaticos del Célculo
de Probabilidades y su impacto sobre la ensefianza de
la Estadistica, basado en mis propias investigaciones,
sefialando por primera vez que una distribucion esto-
castica no queda siempre definida por una trans-
formada de Fourier (por ejemplo la d,(x)). La
Asamblea plenaria acordé la publicacion en inglés y
francés de mi informe.

Han pasado muchos afios desde entonces, en los
que he tratado con profundidad la materia a la que se
refiere el titulo de esta conferencia no s6lo como mate-
matico e ingeniero agronomo sino también como agri-
cultor valenciamo.

La agricultura junto a la ganaderia, la industria y el
comercio contribuyen al aumento de la prosperidad y
el bienestar del hombre, pero a veces han aparecido,
debido a nuevas plagas o enfermedades, que rompen el
equilibrio bioldgico y desaparecen ciertos frutales o
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cultivos. De esto conozco dos casos, uno antes que
naciera yo y el otro mucho tiempo después. El primero
es el caso de la filoxera que obligd a arrancar las vifias
europeas y plantar vifias americanas. La otra ha sido la
aparicion de la tristeza de los agrios, que produjo la
desaparicion de huertos enteros de naranjos, fue una
verdadera catastrofe, curiosamente afectd solo a los
naranjos injertados sobre pies de naranjos amargos,
que eran la mayoria y los mas productivos, sobrevi-
vieron los naranjos plantados sobre pies de naranjos
dulces.

El equilibrio bioldgico en la agricultura estd muy
extendido, pero a veces (pocas) se rompe lo que tiene
efectos muy graves. Actualmente se cierne un peligro
en las palmeras, debido a la entrada en Espafia de un
escarabajo que las ataca, que no existia en Espana y
que esta llegando a ella debido a la introduccion de
dicho escarabajo al importar palmeras del extranjero.

La pérdida de Cuba, Puerto Rico y las Filipinas
produjo mucho dafio sobre todo en la produccion de
azlcar y de tabaco. Cuba es un gran productor de
azUcar de cafia, en Espana el azicar de cafia apenas si
se produce, solamente en la Peninsula en una pequefia
parte de Granada, donde se aplica preferentemente en
la fabricacion de ron. Fue necesario resolver este grave
problema, lo que consiguieron los ingenieros agro-
nomos de la época sustituyendo el azicar de cafa por
el de la remolacha y construyendo fabricas de aztcar.
La remolacha tiene la gran ventaja de que se puede
cultivar sobre la misma tierra una y otras veces, no
tiene la necesidad de recurrir al barbecho.

En cuanto al tabaco y la fabricacion de cigarrillos y
sobre todo de puros, se puede afirmar que los de Cuba
han sido desde tiempo inmemorial los mejores del
mundo sin ninguna duda. Hay paises extranjeros que a
sus puros le ponen nombres espafioles cuando los
hacen de buena calidad. Muy muy al norte en los
Estados Unidos hay una zona muy pequefia en que se
cultiva un tabaco de altisima calidad que es mezclado
con la envoltura de tabaco cubano. Es curioso que
muchas veces ciertos cultivos, los cuales tienen una
zona limitada, fuera de la cual no se consigue culti-
varlos, es precisamente en el limite que separa la
posible de la imposible obtencion de la planta en
cuestion, donde se obtiene la de mejor calidad. Para
resolver el importante problema del tabaco se fundo la

Tabacalera en la que desempefiaron un importante
papel los ingenieros agronomos. Uno de los primeros
problemas que se les presentd es conseguir que el
tabaco no se apagase cuando se fuma, pero esto se
consigui6. El cultivo del tabaco siempre ha estado
muy vigilado, para evitar que una parte del mismo no
fuese entregado a la Tabacalera y para ello se creo el
cuerpo de Carabineros. Siempre o al menos en muchas
ocasiones, se hizo la vista gorda con los agricultores
que cultivaban tabaco y se les permitido que conser-
varan cantidades pequefas de su propio tabaco para
hacerse unos cuantos puros o cigarrillos, pero siempre
poquisimos. Sé de algunos agricultores que para ase-
gurar que el tabaco no se apague para ello empleaban
nitrato en muy pequefia cantidad.

En el siglo XVII, casi al final, un barco espafol
llevo semilla de tabaco de Cuba a Filipinas y, a partir
de entonces, también Filipinas fue productora de
tabaco. El barco desembarcd en la isla de La Isabela.

En el cultivo del tabaco yo nunca he intervenido
pero si hay otros dos servicios del Ministerio de
Agricultura en el que si he intervenido, son el de la
lucha contra las plagas del campo y el fraude. La lucha
contra las plagas del campo se ha llevado muy bien.
También ha sido importante la labor realizada por
ingenieros agréonomos para evitar que entren en
Espafia plagas a través de la frontera francesa o
también de los Puertos. Hasta la guerra civil este
ultimo servicio funciond muy bien. Voy a contarles un
caso muy curioso que me contd un ingeniero
agronomo mucho mayor que yo, que ha fallecido y de
cuyo nombre no me acuerdo, le llamaremos el Sr. X.
En cierta ocasion poco antes del afio 36 una importan-
tisima partida de naranjas iba a pasar la frontera
francesa, pero los ingenieros agronomos franceses no
lo permitieron porque segin decian aquellas naranjas
llevaban el piojo de San José. Discutieron muchisimo
los espafoles y los franceses pero las naranjas no
podian pasar la frontera. Entonces un ingeniero
agronomo espaiiol se lo contd a su amigo y compatfiero
el Sr. X. y éste fue el que resolvid el problema, porque
¢l habia ampliado estudios en Francia y alli habia
tenido como profesor a un sabio francés que le llama-
remos el S. Z., este gran sabio era una persona muy
simpatica y les decia entre otras muchas cosas
“Muchachos nunca veréis al piojo de San José en un
agrio”. Entonces les dijeron a los ingenieros agro-
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nomos franceses preguntad a vuestro Profesor el S. Z.
si pueden haber piojos de San José en naranjas, éstos
se lo preguntaron y pasaron enseguida las naranjas
espaifiolas.

En el afio 1932 sucedié un hecho que revoluciono a
Valencia, lo sé porque lo vivi y creo que también
pasaria en gran parte de Espafia y Francia. Roosevelt
se presentaba a Presidente de los Estados Unidos dis-
puesto a suprimir la ley seca, en Valencia presencié
como los valencianos deseaban el triunfo de Roosevelt
y como se alegraron los agricultores de su eleccion.

En mi opinion y en la de otros muchos creo que
Valencia podia dar clases de agricultura a California y
a Florida, al norte africano de Francia, a Italia, a
Palestina y al Africa del Sur. Me refiero al naranjo. En
este Ultimo pais hay una marca de naranjas que lleva
impresa “span” muy parecido a “Spain”.

La langosta como plaga habia desaparecido de
Espana pero después de nuestra guerra civil entré con
enorme intensidad en el sur de Salamanca, Extrema-
dura, parte de Toledo, Ciudad Real y parte de Jaén.
Duré mucho y practicamente desaparecié en los pri-
meros afios cincuenta. En ella participé como inge-
niero agronomo. La lucha contra la langosta tenia dos
fases, la primera era destruir los nidos de langostas que
estaban en tierras no cultivadas y la segunda en matar
las langostas, que se hacia echandoles un alimento que
contenia un salvado envenenado llamado de hoja dis-
tinto del salvado que se produce en las fabricas de
harina, pero por orden expresa del Gobierno. Costd
mucho tiempo y trabajo acabar con la langosta pero
acabamos con ella.

Otra plaga importante con la que luchamos durante
afios hasta conseguirla hacer desaparecer fue el esca-
rabajo de la patata (leptinotarse decemlineata). Esta
plaga vino como consecuencia del abandono fitosani-
tario de nuestra guerra civil.

En el caso de los agrios la lucha contra las plagas se
realizdé muy bien, unas veces como en el caso del crip-
tolemus se hizo trayendo de Australia otro insecto el
novius cardinalis que se alimentaba del otro. También
se llevd muy bien por personal muy experimentado
utilizando el cianidrico que es un gas muy venenoso y
por tanto dificil de manejar.

También se empled en la vifia el sulfato de cobre
contra el mildiu y el azufre contra el oidio. El sulfato
de cobre son unos cristales azules muy bonitos y muy
venenosos, parecen caramelos por lo que como se
guardaba en las casas de los labradores habia que
tenerlos muy escondidos para evitar que cayeran en
manos de niflos pequerios.

Desde casi principios del siglo XX hubo muchos
intentos de introducir el cultivo del algodon pero todos
fracasaron, pero al terminar la guerra civil al poco
tiempo logrd cultivarse en grande el algodon, creando
varias empresas algodoneras.

El aceite de oliva espafiol era de alta calidad y
estaba muy protegido, se intentd en los afios treinta
que se permitiera el empleo del aceite de cacahuete y
con este motivo aparecieron en los mejores ultrama-
rinos escaparates fuentes de aceite de cachuete para
que el publico viese lo bonito que era. No se consiguid
el permiso para su produccion. Sin embargo en los
aflos cuarenta si se consiguid el permiso para el aceite
de girasol y el de soja.

En los afos cuarenta comienza una nueva manera
de enfocar la agricultura, comienza la mecanizacion
con el empleo de tractores y maquinas. En el afio 1947
en Tortosa se usa por primera vez una gran maquina
para la recogida del arroz, poco antes se empleaba ya
la maquinaria para el trigo. También comienza en los
aflos cincuenta el riego por aspersion. Desempeii6é un
papel muy importante en estos progresos de la agri-
cultura espafiola aparte de la iniciativa privada, la
actuacion del Inia (instituto nacional de investiga-
ciones agrondmicas), el cual tenia su residencia en
Madrid, pero que tenia también muchos centros repar-
tidos por toda Espaifia. A él se deben muchos adelantos
llevados a cabo en muchas partes de nuestra nacion.

Para concluir esta primera parte de la conferencia,
voy arelatar lo que a mi me sucedi6. A una y otra parte
de la carretera de Madrid a Barcelona, hay una finca
llamada el Encin, muy proxima a Alcala de Henares y
pasada esta ciudad. El Encin es uno de los centros mas
importantes del INIA, alli se investiga sobre casi todo
lo que pertenece a la agricultura y la ganaderia. Por alli
pasaba bajo tierra el oleoducto que iba de Rota a
Zaragoza. Yo estaba destinado con otros compafieros a
la investigacion y estudio de Hidraulica Agricola. Se
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instalé alli una estacion de lisimetros; un lisimetro es
como una maceta inmensa muy pesada que hay que
manejar con una gria y en la que se cultivan cereales,
legumbres, patatas, melones, etc. e incluso malas
hierbas para estudiar sus propiedades. Me encargaron
de esta parte. El resultado de estas investigaciones se
puede resumir en lo siguiente valido para todas las
plantas ensayadas incluso las malas hierbas. En
resumen lo que creo que se pueda afirmar tanto para el
agua como para el abono nitrogenado es lo siguiente
“siempre que esté asegurado el drenaje y no exista
encharcamiento la produccion de al menos muchas
plantas crece cuanto mayor es la cantidad de abono
recibido, excepto ya para cantidades excesivamente
grandes”.

Paso a continuacion a la parte matematica y fisica
de mi conferencia.

Decia Volterra que las relaciones entre la Fisica y
las Matematicas son muy antiguas, tan antiguas como
ellas mismas, pero de la Biologia y de las Matematicas
no podemos decir lo mismo, sino mas bien todo lo
contrario, o sea que las relaciones entre las dos
ciencias son muy modernas, tan modernas que son casi
de un siglo, aunque hay precedente desde hace siglos.

No obstante algunas partes de la Biologia, que han
sido objeto de la invasion matematica, se han vuelto
tan matematicas como puedan serlo la Mecénica o la
Fisica Teorica. Me refiero fundamentalmente a la
Biocinética, la Biofisica y la genética de poblaciones.

Sobre dos grandes categorias de problemas biolo-
gicos tienen aplicacion las Matematicas, unos son los
relativos al funcionamiento de los seres vivos, los
otros los relativos al comportamiento de los seres
vivos. Es preferentemente en la segunda categoria
donde encuentran aplicacion los métodos propios de la
Estadistica y del Célculo de Probabilidades.

Una de las partes de la Estadistica que mas apli-
cacion encuentra es la que se refiere a la planificacion
e interpretacion de las experiencias. Hasta tal punto ha
llegado a ser imprescindible el método estadistico, que
éste no solamente se requiere en las pruebas decisorias
de la veracidad o verosimilitud de una teoria bioldgica,
sino que también para que los resultados de una expe-
riencia determinada alcancen la categoria de ser discu-

tidos es preciso que estén realizados sobre una base
estadistica.

A la iniciacion del método estadistico en Biologia
estan unidos los nombres de Quetelet, Galton y
Pearson. Pero se debe indudablemente a Fisher, al con-
densar y poner al alcance del no especialista, la manera
de operar y el que el método estadistico se extiende de
una manera homogénea hasta los mas apartados labo-
ratorios agrondmicos.

Existe hoy una rama de la Estadistica cuyo objeto
es la disposicion racional en el terreno de las parcelas
en las que va a tener lugar las experiencias, que uti-
lizan los mas complejos y potentes recursos del
Algebra moderna, hasta el punto de que algunos inves-
tigadores (Dugué) no han dudado en darle el nombre
de Algebra aleatoria. En este campo se han destacado
los nombres de Fisher, Yales, Stevens, Borel, Wishart,
Bliss, Yule, Dugué, etc.

Se ha repetido muchas veces el ejemplo de las
investigaciones de los griegos sobre las conicas, que
permanecieron durante mucho tiempo como algo espe-
culativo sin aplicacion practica, hasta que el descubri-
miento por Newton de la ley de la gravitacion uni-
versal, las llenaron de sentido practico. Se ha repetido,
digo, como prueba de la conveniencia de los estudios y
de las investigaciones tedricas, en un mundo que
tiende cada vez a querer ser mas practico. Pues bien
hay aqui en la Estadistica bioldgica otro de estos
ejemplos, que es el de los cuadrados latinos, estu-
diados por Euler como un entretenimiento matematico,
y que hoy es en la experimentacidon agricola, en los
ensayos de eliminar las diferencias sistematicas de fer-
tilidad entre las diferentes parcelas, son objeto del méas
cuidadoso estudio, y cada vez han ido ampliando mas
estas investigaciones (cuadrados grecolatinos) hacia
los cuerpos de Galois.

La introduccion de los cuerpos de Galois en
Estadistica agrondmica obedece al hecho de que la
experimentacion agricola encuentra muchos obsta-
culos, tal como el enorme numero de factores que
intervienen en la misma; las serias limitaciones de los
costes economicos demasiado elevados y el excesivo
tiempo requerido para poder sacar conclusiones prac-
ticas. Por ello siempre son de interés todas las técnicas
estadisticas que ahorren tiempo y dinero; tal es el caso
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por el que se han introducido los antecitados cuerpos
de Galois y también las geometrias proyectivas y
euclideas finitas en el analisis de la varianza de los
bloques incompletos equilibrados, modelos cons-
truidos a partir de un grupo de Abel, y en la confusion
de interacciones. En esta materia hemos de destacar las
aportaciones de Fisher, Schiitzenberger, Schzikhande,
Finney, Rao, Cox, Cochran, Dugué, etc.

El analisis secuencial deWald, que tanto se ha
aplicado en la Estadistica industrial, a mi modo de ver
no ha encontrado en la Estadistica agronomica la
misma acogida favorable y eso que cae dentro del pro-
grama de obtener los frutos de la investigacion esta-
distica con el minimo gasto de experimentacion.
Creemos que en agricultura y en medicina se ha uti-
lizado el andlisis secuencial en el caso mas sencillo de
los tratamientos, pero no en el de experiencias facto-
riales. En este campo hay que destacar las aportaciones
de Wald y Bernard, mas bien dirigida hacia la esta-
distica industrial, Bross (medicina estadistica),
Hermitage, Stein, Haldane, etc.

Es muy frecuente en agronomia que muchas expe-
riencias haya que desecharlas por haber quedado
incompletas, por causas muy diversas. En estos casos
estan indicados los métodos de correlacion por rangos,
a los que estan unidos los nombres de Spearman,
Kendall, Wallis, Hotelling.

También el Calculo de Probabilidades superior ha
clavado su garra en el cuerpo de la Biologia, bajo la
doble forma de los procesos estocasticos y de los
juegos de estrategia. Los primeros son los que a mi
modo de ver tienen un porvenir mas halagiiefio;
encuentra su precedente en el problema de la extincion
de un apellido de Galton.

Dentro de la Biologia, es en la Genética,
Demografia, y Epidemiologia donde los procesos esto-
casticos encuentran mayor aplicacion. Aparte del ya
citado problema de Galton, el primer trabajo impor-
tante de procesos estocasticos biologicos es segura-
mente el contenido en la memoria de Feller “Los fun-
damentos de la teoria de Volterra de la lucha por la
existencia” (publicado en 1939 en Acta Biotheoretica)
en la que entre otros resultados se obtienen valores
medios inferiores a los que se obtienen en la interpre-
tacion determinista mediante el analisis matematico
clasico.

Ya iniciado el camino se han ido publicando impor-
tantes trabajos sobre esta materia. Rosenblat modifico
el esquema de contagio de Polya-Eggenberg apli-
candolo a la peste bubonica en el Perti. Borel asimil6 el
problema de la ruina de un jugador a la difusion de los
cromosomas. Yo mismo he analizado la evolucion de
las frecuencias de los genes mendelianos en pobla-
ciones en panmixia, sobre la teoria de las probabili-
dades en cadena. Wright ha establecido las ecuaciones
diferenciales que rigen la distribucion de los genes,
etc.

En otro terreno Opatowski y Koyama han inves-
tigado los efectos nocivos debidos a la radiacion utili-
zando los procesos estocasticos; Von Schielling los ha
aplicado también a la ley de la sensacion de Weber-
Fechner. Yo mismo he establecido la ecuacion dife-
rencial estocastica de la demografia de la langosta, una
de las peores plagas y he aplicado la geometria integral
a la patologia vegetal.

Kendall, Armitage, Kelly, Rhan, Lea, Coulson,
Bayley, Kermak, Kendrick, Whittle, Wilson,
Vorcertes, Bartlett y yo mismo hemos aplicado los pro-
cesos estocasticos a la demografia y a la epidemio-
logia.

He investigado las propiedades de la adicion de
variables aleatorias en numero aleatorio y su inversion,
generalizando estas operaciones lo que me ha per-
mitido desarrollar los modelos estocasticos de epi-
demias con un nimero inicial de enfermos aleatorio.
He desarrollado un proceso estocastico bidimensional
de nacimiento y muerte, que conduce en mi caso a una
distribucién de probabilidad, en la que la funcién
caracteristica no es igual a la unidad en el punto cero,
cuyo significado es que existe una probabilidad no
nula de que la variable aleatoria valga infinito y otra
probabilidad (la complementaria a la unidad de la
anterior) de que la variable aleatoria siga una funcioén
de frecuencia ordinaria, es decir con funcién caracte-
ristica igual a la unidad en el punto cero. He desarro-
llado las propiedades de la convergencia en probabi-
lidad de estas distribuciones, que he denominado no
normalizadas, que son distintas de las ordinarias. En
otro proceso estocastico bidimensional mixto de cre-
acion y contagio he distinguido en el caso de una epi-
demia, la evolucidon del nimero de enfermos conta-
giados por otros enfermos, de la del numero de
enfermos que no han sido contagiados por otros.
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Los juegos de estrategia también han sido aplicados
a la biologia, preferentemente por Rashewsky y sus
colaboradores de Chicago, en lo que ellos han deno-
minado comportamiento social de los animales.

Pearson aplico las funciones de Bessel al problema
de los vuelos al azar, que tiene interés en las emigra-
ciones de insectos dafiinos a la agricultura. He rea-
lizado investigaciones en las que he establecido las
ecuaciones integrales que ligan entre si a las funciones
caracteristicas y de frecuencia de los vectores alea-
torios isotropos y sus proyecciones sobre un subes-
pacio (en particular un eje) en un espacio euclideo de
“n” dimensiones.

Para mis propias investigaciones véanse las notas
finales.

La Matematica moderna ha modificado profunda-
mente los puntos de vista y los métodos de casi toda la
Matematica aplicada y a cada ley general de evolucion
de la ciencia no ha escapado ninguna disciplina, pero a
mi modo de ver, esto tampoco quiere decir que los
métodos clasicos y modernos deban de enfrentarse
como antagonicos, sino que deben utilizarse en cola-
boracion como complemento el uno del otro. Asi como
en la Biblia coexisten el Antiguo y el Nuevo
Testamento, habiendo venido el nuevo a perfeccionar
el antiguo, igualmente en la Matematica deben coe-
xistir el espiritu clasico y el moderno, debiendo el
ultimo mejorar y perfeccionar al primero, pero no des-
truirlo.

Si bien es verdad que existen analogias y muy
importantes, como veremos, entre las aplicaciones
matematicas de distintas ciencias, también existen
notables diferencias, es curioso sefalar por ejemplo
que mientras las ecuaciones en diferencias finitas que
tienen un vastisimo campo de aplicacion en la
Economia, por el contrario tienen poca aplicacion en el
campo de la Fisica. Bell en su Historia de las
Matematicas senala el gran retraso en que se encuentra
la teoria de las ecuaciones en diferencias finitas res-
pecto a la teoria de las ecuaciones diferenciales y opina
que este retraso es seguramente debido a la menor apli-
cacion de las ecuaciones en diferencias finitas y por
consiguiente al menor estimulo e incentivo a la inves-
tigacion recibido por esta causa. De ser cierta la tesis
de Bell, el progreso de la Economia Matematica iria de

la mano del progreso futuro de la teoria de las ecua-
ciones en diferencias finitas.

Resulta dificil valorar la Investigacion cientifica,
medir la importancia de la contribucion de las nuevas
ideas y métodos al progreso de la Ciencia. Pero un
indice de esta importancia viene dado por el nimero de
campos donde encuentra aplicacion esta nueva idea o
método, y por lo alejados que estan entre si. Por no
citar mas que dos ejemplos del impacto que sobre la
mente de los cientificos y de los técnicos ha producido
la introduccion de una nueva teoria, vamos a sefia-
larlos, el uno , algo antiguo, se refiere a la Herencia, el
otro mas moderno se refiere a las distribuciones.

El concepto de herencia, introducido por todo lo
alto por Volterra en la ciencia, dota de memoria a la
naturaleza, ésta se acuerda de lo que ha sido para
tenerlo en cuenta en lo que ha de ser, por primera vez
los cientificos consideran que la historia de la materia
influye en su evolucion futura. La Herencia modifica
las técnicas matematicas a emplear en el planteamiento
analitico, sustituyendo las ecuaciones diferenciales por
ecuaciones integrales e incluso por ecuaciones integro-
diferenciales. Pero la Herencia que en un principio se
muestra tan fecunda en el campo de la Fisica y la
Biologia, no se limita solamente a estas ciencias sino
también invade el campo de otras, entre ellas la
Economia. Los efectos de retardo (lags) distribuidos
en el tiempo, tan conocidos por los economistas, no
son en definitiva mas que fendémenos hereditarios,
pero las estructuras matematicas sugeridas por la
Economia son tan grandes que aparecen asi nuevos
tipos de ecuaciones funcionales: cadenas recurrentes
de ecuaciones integrales e integrodiferenciales, ecua-
ciones integrales en las que la funcion incognita
aparece bajo el signo de integral multiple, por ser
también multiples los retardos.

Aparecen también ecuaciones que he llamado
sumatorias, que estan con las ecuaciones en dife-
rencias finitas en la misma relacion que las ecuaciones
integrales con las ecuaciones diferenciales, e incluso
asi como existen ecuaciones integrodiferenciales
también se puede imaginar ecuaciones formadas por la
suma de ecuaciones en diferencias finitas y ecuaciones
sumatorias. Mas adelante volveré sobre este tema.

Analizar la revolucion que en la Matematica
moderna supone la aparicion de las Distribuciones y
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supondra en lo sucesivo, es tarea muy superior a mis
fuerzas. Han de ser pocas, o quizas ninguna las disci-
plinas cientificas y teodricas, cuya infraestructura no
sea sacudida por la presencia de las Distribuciones.
Con ellas se vislumbra la posibilidad de fusion del
continuo y el discontinuo de construir teorias unitarias
que engloban en su seno la explicacion de fendmenos
de variacién discreta y continua y asi como es
corriente en la Fisica y en la Técnica pasar de lo dis-
continuo a lo continuo, mediante un proceso de limite,
me parece que también se puede pensar en lo con-
trario, de pasar de lo continuo a lo discontinuo,
mediante otro proceso de limite, adoptando una
Topologia mas generalizada. Quizas se puede pensar
en enunciar un principio de Fisica que afirme que
“todo estado discontinuo en la naturaleza es el limite
generalizado de estados continuos” lo que explicaria
de una manera muy logica las discontinuidades que se
presentan en algunas variables fisicas, tales como el
campo eléctrico sobre la superficie de un conductor
eléctrico.

Pertenece al campo intermedio de la Biologia y de
la Fisica, la Biofisica, a la que pertenece la Teoria de
las sensaciones. En anteriores conferencias he pro-
puesto llamar Noofisica a la que podriamos llamar
Teoria de las emociones. Este nombre lo he tomado de
la filosofia de Teilhard que en sus investigaciones
sobre filosofia biologica introdujo los conceptos de
noosfera y noogénesis.

Al igual que existe una ley econémica que dice que
las primeras aplicaciones del capital al trabajo son
enormemente productivas, existe una ley epistemo-
logica segln la cual las primeras aplicaciones de las
matematicas a otras ciencias son enormemente pro-
ductivas.

Me parece que puede tener interés atraer la atencion
de ingenieros y cientificos hacia nuevos campos de la
metrologia, que podemos calificar de casi inexplo-
rados, a pesar de haberse obtenido ya algunos resul-
tados importantes.

Es poco lo que se ha hecho en estos campos y
mucho lo que queda por hacer. No se me escapan las
grandes dificultades con que se han de tropezar, por la
gran variabilidad y falta de homogeneidad del material
con que se experimenta en estas partes de la Ciencia y

quiero anadir antes de seguir adelante que estas lineas
no persiguen mas finalidad que sefialar posibilidades
de empleo del método matematico y de la medida en
campos cientificos que hasta hace poco no han sido
muy propicios a su empleo, pero que en revancha se
han dejado matematizar con velocidad de vértigo en
los ultimos tiempos. Ofreciéndonos un ejemplo de esa
curiosa ley epistemoldgica que ya hemos expresado
antes sobre las primeras aplicaciones de las matema-
ticas etc, etc.

Sobre dos grandes categorias de problemas biolo-
gicos tiene aplicacion las matematicas: unos son los
relativos al funcionamiento de los seres vivos, las otras
relativas al comportamiento de los seres vivos. Son
fundamentalmente los primeros los que son objeto de
la biofisica, cuya finalidad es la aplicacion de los feno-
menos biologicos mediante las leyes de la fisica, e
incluso de la quimica, y el empleo del método mate-
matico. Partes de la biofisica son por ejemplo la
cinética de las enzimas, las teorias de la morfologia y
de la division celular, de los agregados de células,
estructura y funcionamiento del sistema nervioso, etc.

Aunque la biofisica es parte de la fisica, tiene
caracteristicas diferenciales muy acusadas y propias de
ella, por ejemplo los seres vivos siempre pueden asi-
milar dos formas de energia: la quimica y la de las
radiaciones, a las que transforman mediante procesos
siempre conocidos en otras formas de energias: calo-
rifica, acustica, mecanica, etc. Es también muy carac-
teristico de la materia viva su excitabilidad, que es
causa de la importancia que en biofisica tienen los
fenomenos de desencadenamiento, con la existencia de
umbrales de cantidad, calidad y duracion del estimulo,
para que exista una respuesta por parte del ser vivo en
forma de sensacion (contraccion muscular, secrecion
glandular, etc) y de umbrales diferenciales para que
estimulos distintos produzcan sensaciones diferentes.
La existencia de umbrales que también es muy
corriente en economia (teoria de los ciclos) requiere
para su interpretacion matematica el empleo de estruc-
turas adecuadas, distintas en gran parte de las utili-
zadas para el resto de la fisica.

Las distintas formas de energia (mecanica, térmica,
oOptica, actstica) a través de los diferentes sentidos
(vision, tacto, audicion) dan origen a sensaciones
diversas (luz, color, figura, relieve, presion, calor, frio,
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sentido, armonia). No podemos dejar de sefalar el
hecho curioso de la aplicacion que encuentra la geo-
metria no euclidea de Lobatschewsky en la teoria de la
division binocular.

Son ya clasicas las experiencias que se han rea-
lizado para determinar los umbrales de desplazamiento
y velocidad en la percepcion sensible de los movi-
mientos por el ojo humano (Basler, Aubert,
Bourdeaux), los umbrales de intensidad luminosa y de
aparicion y extincion de la percepcion luminosa
(Henry, Carpentier). Pero la retina humana no sola-
mente distingue intensidades, sino también calidades
(colores), lo que corresponde a un doble aspecto
luminoso y cromatico de la vision. En el aspecto cro-
matico son muy interesantes las experiencias de
Maxwell sobre la adicion de los colores, siendo dis-
tinto el concepto fisico de colores complementarios
del concepto fisioldgico, de modo que segun Maxwell,
en su célebre ecuacion de los colores, los tres funda-
mentales son el rojo, verde y azul. La teoria sobre la
vision de los colores (Young-Helmholtz, Hering) no
son faciles, porque es caracteristico del ojo humano
que no posee poder analitico para los colores, a dife-
rencia de lo que sucede con el oido, que por el con-
tario, si posee poder analitico, es decir que goza de la
facultad de discriminar los tonos en la percepcion del
sonido. En cambio el ojo humano no puede distinguir
los tonos simples en la percepcion de los colores, por
ejemplo no distingue el amarillo espectral de la adicién
del rojo y el verde. La sensibilidad de la retina es
variable con el color de que se trate (fenémeno de
Purkinje) de modo que las iluminaciones débiles son
de tono azulado y las fuertes de tono rojizo. Intima-
mente relacionado con ello esta el fendmeno del
espectro incolorado observado por Bertold y Hering,
en virtud del cual en el espectro solar que para una
intensidad suficiente tiene los brillantes colores de
todos conocidos, para muy bajas intensidades des-
aparece la sensacidn cromatica, mientras subsiste la
luminosa, y para intensidades muy altas la sensacion
de color da paso al blanco.

También son muy numerosas las medidas reali-
zadas para determinar los umbrales de maxima y
minima frecuencia de sonidos audibles con diversos
instrumentos musicales (Sauveur, Biot, Helmholtz,
Berold, Hegener, Sehulze, Schaefer, Struycken, etc) y
sobre todo los umbrales de intensidad (lord Rayleigh,
Wien) de periodo latente o tiempo perdido y persis-

tencia del sonido, duraciéon minima (Savart, March,
Heron y Yeb, Abraham y Bruhd, etc). También se ha
experimentado sobre la audicion osea, en la que la per-
cepcion del sonido no se hace a través de las vibra-
ciones que conduce el aire desde el cuerpo humano
sonoro hasta la membrana del timpano, sino a través
de los huesos del craneo, que normalmente no es tan
buena, que ha sido comprobado mediante el experi-
mento de Rinne, segun el cual un diapason sonoro
aplicado a los dientes deja de ser perceptible, cuando
aun lo es situado frente al oido. También la audicion
biauricular presenta fenomenos de umbrales y de sen-
saciones de dos sonidos diferentes provocados por un
mismo sonido, cuando llega a ambos oidos con sufi-
ciente diferencia de tiempo. Es dificil dar una teoria
satisfactoria de la audicion y como consecuencia han
sido propuestas varias (Helmholtz, Rutherford, Wallet
Ewald); algo parecido puede decirse de la teoria de la
fonacion. Recientemente y a partir de la ultima gran
guerra se ha progresado mucho en las investigaciones
sobre el analisis espectral de la sensacion auditiva y en
sus aplicaciones, al estudio cientifico de los lenguajes,
problemas que estan bordeando las muy importantes
de la teoria matematica de la comunicacion.

Las sensaciones cutaneas, propias del sentido del
tacto, se pueden clasificar en tactiles propiamente
dichas (contacto y presion), térmicas (frio y calor) y
espaciales o de posicion. La sensacion tactil solamente
se percibe en ciertos puntos de la piel (Blix) distri-
buidos con densidad variable en las distintas regiones
del cuerpo y también existen para los mismos
umbrales y periodos latentes, umbrales diferenciales,
sobre los cuales han sido realizadas medidas por Frey,
Kiesow, Hamen, Lips, etc. El tacto posee una capa-
cidad muy grande para distinguir las sensaciones pro-
ducidas por un estimulo continuo, de las producidas
por una serie de excitaciones sucesivas y posee
también la propiedad de distinguir dos o mas estimulos
que simultaneamente percibe en puntos proximos de la
piel, existiendo distancias minimas para percibir su
separacion dependiente de la parte del cuerpo en que
tiene lugar; y posee también el denominado signo local
por Lotze, que es la facultad de localizar el punto de la
piel sobre el que ha actuado un estimulo tactil.
También posee la sensacion de movimiento cuando la
velocidad y el espacio recorrido superan ciertos
valores, en el caso de una punta aplicada sobre la piel,
sobre la que se mueve.
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Blix comprobd que al igual que la sensacion tactil
es experimentada en ciertos puntos de la piel, sucede
lo mismo con las de frio y de calor, distinguiendo entre
puntos de frio y de calor, los cuales no estan nunca
superpuestos y son menos abundantes los primeros
que los ultimos.

Es curioso el fenémeno del “frio paradéjico” que
consiste en que al aplicar una superficie caliente sobre
un punto de frio, se puede tener la sensacion de frio. La
presion y las excitaciones eléctricas y quimicas pueden
provocar también sensaciones térmicas.

También son importantes las sensaciones de dolor,
que pueden ser provocados por excitaciones eléctricas
o quimicas, o por una excesiva intensidad de las sensa-
ciones de presion, calor o frio, o también localizadas
en los puntos de dolor sobre la piel. Schriever y
Stinghold se han ocupado de la topografia de los
puntos de tacto, dolor, calor y frio en la mucosa
faringea, que muestran la disociacion entre las dife-
rentes sensibilidades cutaneas. En las sensaciones de
fuerza, movimiento y posicidon intervienen diversos
sentidos (tacto y visidon) juntamente con los musculos
(experiencias de Frey), asi como el laberinto del oido
interno, que acusa los movimientos rotatorios de todo
el cuerpo o la cabeza (March, Breuver).

Son muy conocidas las acciones biologicas de las
radiaciones y entre ellas son notables las acciones foto-
quimicas, debidas fundamentalmente a las radiaciones
ultravioletas, que por esta razon reciben el nombre de
reacciones actinicas gobernadas por la ley de Grotihus,
en las que se basa la medida del poder actinico de la
radiaciéon (actinometria). También aqui existen
periodos latentes o tiempos perdidos (Bunsen, Rosooe)
que son la causa del fenomeno de la induccion foto-
quimica, que consiste en que la luz al iniciar su accion,
mantiene una débil accion fotoquimica, que lenta-
mente va aumentando hasta alcanzar un valor cons-
tante. Las acciones bioldgicas de los rayos X muestran
una selectividad muy marcada, como fue visto por
Bergonie y Triboudeau, de modo que la accion de los
rayos X se ejerce con mayor intensidad en las células,
que tiene cariocinética, en las células cuyo porvenir
cariocinético es mas largo, y en las células cuyas
estructuras y funciones estan menos fijas. De esta
naturaleza son los fendmenos del fototropismo que se
manifiesta en las plantas en crecimiento y de la foto-
taxis propia de las células libres, bacterias, protozoos,

etc, ambos fendomenos consisten en la tendencia a
situarse en las regiones mas o menos iluminadas,
seguin sea positivo o negativo.

La corriente eléctrica alterna o continua, ejerce
acciones sobre las células, los tejidos y los seres vivos,
pero no parecen ejercerlas los campos electrostaticos.
Todas las células presentan el fendmeno de la galvano-
taxis, homologo de la electroforesis, que consiste en
que cuando se introducen dos electrodos con dife-
rencias de potencial en una suspension celular, las
células se desplazan en el campo eléctrico. Es curioso
sefialar que las células son malos conductores externos
a pesar de tener buena conductividad interna. Son
notables las experiencias de Winslow, Bergouré,
Pfliiger, Weiss, etc. También para las acciones eléc-
tricas existen umbrales, y las corrientes de alta fre-
cuencia no producen sensaciones ni excitaciones
motrices, pero atraviesan los tejidos que son buenos
conductores, y como consecuencia del efecto Joule,
provocan una elevacion de la temperatura, que es la
base de la diatermia utilizada en Medicina.

Naturalmente los métodos de medida de las sensa-
ciones utilizan normalmente patrones estadisticos,
rasgo que es muy caracteristico de los mismos y los
distingue de los métodos propios del resto de la fisica.
Algunos autores llaman psicofisica a la parte de la bio-
fisica que se ocupa de las sensaciones, pero como esta
denominacion no es general no la seguimos porque no
nos parece apropiada, ni ain en el caso de referirse al
nombre.

Los factores fisicos del medio ambiente en el que se
hallan los seres vivos, influyen sobre los mismos, ejer-
ciendo acciones biolodgicas, siendo de estos factores
los mas importantes: la temperatura, la presion y el
estado higrométrico de la atmosfera. La temperatura
modifica los procesos energéticos, porque influye
sobre las reacciones quimicas a través de la regla de
Van’t Hoff. Por ejemplo las velocidades de evolucion
de las acciones diastasicas crecen con la temperatura,
pero con la limitacion debida a la termolabilidad de los
fermentos existiendo tres temperaturas notables que
marcan los limites minimo, méximo y optimo de la
actividad. Mientras que los animales superiores poseen
sistemas defensivos termorreguladores que les per-
miten mantener sensiblemente constantes las tempera-
turas de su cuerpo interior, y por tanto pueden soportar
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temperaturas muy alejadas de las correspondientes a su
medio fisioldgico, por el contrario, la amplitud de tole-
rancia para las presiones externas es mucho mayor en
los microorganismos, y va disminuyendo a medida que
los seres van elevandose en la escala zoologica.

Los fenémenos biofisicos de los que nos hemos
ocupado hasta ahora consideran a los seres vivos como
receptores de energias, pero estos son también trans-
formadores de energia. La manifestacion energética
mas evidente de los seres vivos es la produccion de
calor, sobre todo en los animales, la cual se conoce con
el nombre de biotermogénesis. Es caracteristico de los
animales que consuman la energia de acuerdo con sus
necesidades y no de acuerdo con la cantidad que se les
proporciona; ademas la cantidad de calor propor-
cionada por un gramo de alimento es mayor cuando se
quema en la bomba calorimétrica que cuando es uti-
lizada por un animal. La calorimetria biologica es una
técnica hoy dia muy desarrollada.

Otra manifestacion energética de los animales
importante es la produccion de trabajo mecéanico por
los musculos. Sobre esta materia son notables las
investigaciones de Hiilser, Rauber, Wertheim, Triepel.
Es curioso sefialar que normalmente un musculo
excitado se contrae, pero en ocasiones (paradoja
deWeber) puede suceder lo contrario. El musculo vivo
es, en parte eldstico, pero de recuperacion lenta y con
histéresis. Hill para explicar el comportamiento del
musculo contraido o en reposo al ser estirado o
acortado bruscamente define el musculo como un
cuerpo elastico y viscoso a la vez. Conjuntamente a los
fendomenos mecanicos ligados a la actividad muscular,
existen otros térmicos, eléctricos, acusticos, etc; las
manifestaciones térmicas se caracterizan por ser de
magnitud muy pequefia y de duracion muy corta, el
musculo no puede ser considerado en modo alguno
como un motor térmico. Las teorias de la contraccion
muscular no son del todo satisfactorias, porque como
dice Hill “la relacion entre energia calorifica y quimica
es clara, pero no lo es la relacion entre energia quimica
y mecanica” (cita resumida).

Es curioso que el musculo trabaje en condiciones
anaerobias, es decir, desarrolla energia a sus propias
expensas, contrayendo una “deuda de oxigeno” que
recupera posteriormente en el reposo con la acele-
racion de la respiracion, lo cual permite realizar,

durante breves periodos de tiempo trabajos muy supe-
riores al consumo de oxigeno, esta “deuda de oxigeno”
es muy alta en el caso de los atletas. Householder ha
investigado algunos problemas matematicos de la
dinamica molecular, y como modelos matematicos de
la teoria de la excitacién son muy conocidos los de
Blair, Reshevsky y Hill.

Al igual que existe una biotermogénesis, existe
también una “bioelectrogénesis”, de modo que tanto
los animales y las plantas presentan diferencias de
potencial eléctrico en distintos puntos de un mismo
tejido o de tejidos diferentes. En esta materia son
notables las investigaciones de Bernstein, Engelmann,
Einthoven, Hermann. En los peces eléctricos
adquieren gran importancia los fenomenos bioeléc-
tricos como es sabido.

La bioluminiscencia, o produccion de luz por los
organismos, parece ser debida a un fendémeno de oxi-
dacion, porque no tiene lugar en condiciones anae-
robias; en esta oxidacion es indispensable el agua,
porque cesa por desecacion y se recupera por posterior
hidratacion. El analisis espectral de la luz emitida por
los seres vivos, ha revelado un espectro continuo
dentro de una zona limitada del espectro visible. Son
importantes las investigaciones de Mac Faylen,
Pierantoni, BAuchner, Lude, Dubois, Harvey, Ives.

El metabolismo material constantemente provoca
desequilibrios en la presion osmotica en los seres
vivos, que son compensados por el proceso de regu-
lacion osmotica que poseen. En estos aspectos son
interesantes las investigaciones de Vries, Hamburger,
Viola, Hofler, Rywoch, Fano y Bottazzi. Mientras que
unos animales tienen en sus liquidos internos pre-
siones osmoticas que dependen en mayor o menor
grado, de la concentracion del medio en que viven,
otros las tienen casi constantes, son los que poseen
procesos osmorreguladores, tal es el caso de los ani-
males de agua dulce. Y ya dentro del terreno de la fisi-
coquimica son interesantes los problemas que plantea
el equilibrio plasma-globulos de la sangre, en el que
dos soluciones electroliticas estdn separadas por una
membrana que es permeable para unos iones y no lo es
para otros (Dounan). La desigual distribucion de los
iones difusibles, asi como las variaciones que experi-
mentan sus concentraciones al variar las presiones del
CO, y del O,, se conoce con el nombre de fendémeno
de Zuntz-Hamburger.
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Al igual que existen cambios de bienes entre colec-
tivos econdmicos, existen también cambios de ideas
entre colectivos cientificos y este traspaso de ideas
entre colectivos cientificos y este transporte de ideas
de un campo de la ciencia a otros es sumamente
fecundo, no solamente en la investigacion cientifica y
técnica, sino también en la ensefianza. Existe un iso-
morfismo entre teorias cientificas, que habilmente
manejado por el Profesor permite aprender la ciencia
por partida multiple, y cuando lo es por el Investigador
hacer ciencia por partida doble.

El concepto de Herencia introducido por Volterra
en la ciencia, dota de memoria a la naturaleza, ésta se
acuerda de lo que ha sido para tenerlo en cuenta en lo
que ha de ser, por primera vez los cientificos consi-
deran que la historia de la materia influye en su evo-
lucion futura. La Herencia modifica las técnicas mate-
maticas a emplear en el planteamiento analitico de los
fenomenos, sustituyendo las ecuaciones diferenciales
por ecuaciones integrales. Pero la Herencia que en un
principio se muestra tan fecunda en el campo de la
Fisica y de la Biologia, no se limita simplemente a
estas ciencias, sino que también invade el campo de
otras, concretamente de la Economia. Los efectos de
retardos (lags) distribuidos en el tiempo tan conocidos
por los economistas, no son en definitiva mas que
fenomenos hereditarios, pero las estructuras matema-
ticas sugeridas por la Economia son tan grandes que
aparecen asi nuevos tipos de ecuaciones funcionales;
cadenas recurrentes de ecuaciones integrales e integro-
diferenciales, ecuaciones integrales en las que la
funcidn incognita aparece bajo el signo integral mul-
tiple (efectos de retardos multiples), ecuaciones dife-
renciales infinitas.

Modernamente la Genética de Poblaciones, la
Biocinética y la Epidemiologia estan tan matemati-
zadas como pueda estarlo la Fisica, por lo que pudié-
ramos llamar ingenieros agrobidlogos deben conocer
las siguientes materias:

1. Procesos Estocasticos

2. Movimiento Browniano
3. Geometria Integral

4. Teoria de la Informacion

Las cuestiones fundamentales de los Procesos
Estocasticos son las siguientes:

Procesos discretos en el espacio y en el tiempo:
paseos al azar y procesos de ramificacion.

Procesos discretos en el espacio y continuos en
el tiempo: procesos discontinuos de Markov y pro-
cesos de ramificacion dependientes de la edad.

Procesos continuos en el espacio y en el tiempo:
teorias de Kolmogorov y de Feller de los procesos
de difusion.

Siendo las principales aplicaciones a la Biologia:
Crecimientos de poblaciones.
Epidemias.

Procesos de difusion en Genética de
Poblaciones.

Contaminacion en radiobiologia.

Percepcion de las formas visuales y otros feno-
menos biologicos analogos.

El movimiento Browniano intimamente ligado a
los Procesos Estocasticos y la Geometria Integral,
también interesan quizas en menor escala y sus princi-
pales aplicaciones son a la Fitogeografia y a la
Zoografia, asi como a la medida del contagio.

La Teoria de la Informacion estd intimamente
ligada a la Cibernética, esta bordeando su interés con
la Biologia con su interés en la Fisica, comprende las
siguientes materias:

Transformaciones de Laplace y de Fourier, y el
principio de incertidumbre generalizado.

Funciones aleatorias estacionarias. Entropia y
medida de la informacion. Analisis espectral y
Analisis armonico.

También en estos casos de Biologia y la Fisica
se aproximan en sus respectivos intereses cienti-
ficos.

Ni la Fisica, ni las Matematicas ni la Biologia han
conseguido que el desconocido futuro influyese sobre
el presente, y hacia final del siglo pasado la filosofia de
Dilthey abri6 la puerta para que la Historia venga con-
figurada por el futuro en vez de por el pasado, debido
al libre albedrio de los hombres que al proyectar su
vida y su comportamiento hacia el futuro, hace que
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estos proyectos, esta vida programada sea lo que esta
condicionando el presente en vez de ser el pasado
como ocurre con las antecitadas ciencias. Al matema-
tizar la biologia, la economia y la sociologia han per-
mitido introducir el futuro en las matematicas en el
fenomeno que he denominado teleologico palabra que
procede del griego que significa destinado a un fin u
orientado hacia un fin que se persigue; esto ha sido una
conquista de las matematicas hecha por penetrar en
campos que no le eran propios y que al principio no le
resultaron muy propicios. Pero lo curioso no es que las
matematicas en particular y otras ciencias se aprove-
charan de ella sino que hay una tercera, que sin haber
puesto al principio nada, resulta tan enriquecida como
ellas, que es la filosofia, porque del contacto de ciencia
y matematica surgen nuevos problemas filosoficos,
que pasaban totalmente desapercibidos por los filo-
sofos profesionales y por otra parte se aclaran otros
problemas, los cuales habian permanecido hasta
entonces puramente especulativos, y a su vez la filo-
sofia devuelve a la ciencia, en aplicaciones practicas,
los beneficios recibidos; concretamente las redes eléc-
tricas, la electronica y la fisica industrial utilizan hoy
medios y métodos propios de la logica matematica. El
formalismo matematico de lo teleologico lo he desa-
rrollado ampliamente en anteriores publicaciones y
conferencias.

Son muchas y muy variadas las nuevas ideas que a
partir de la Fisica y las Matematicas se introducen en
las restantes ciencias, sobre todo en la Biologia y la
Economia. Por ejemplo una de ella es la de histéresis,
mediante la cual adquieren un cierto caracter de irre-
versibilidad fendmenos aparentemente reversibles. Yo
no s¢ si los historiadores han tenido en cuenta los
efectos de histéresis en la explicacion de los feno-
menos historicos. En esa constante que ciclicamente se
repite en la transicion: antiguo régimen-revolucion-
restauracion en virtud del cual los sucesivos estados
por los que va pasando la sociedad humana dejan una
huella indeleble e imborrable de la cual el pasado no
puede enteramente. Asi por ejemplo, aunque Carlos X
era mas reaccionario que sus hermanos, la Francia de
Carlos X estaba mas a la izquierda que la de Luis XVI
y Luis XVIII. Aunque el 93 y el 1848 fueron dos afios
revolucionarios, la Montafia y el jacobinismo no
fueron lo mismo uno y otro afio, aunque el 18 de bru-
mario y el 2 de diciembre fueron dos fechas reaccio-
narias, las ideas napolednicas ya no significaban lo

mismo, como decia Victor Hugo la gloria se habia tras-
ladado de Austerlitz a las calles de Paris. Muchos afios
después en abril de 1965 Paris vivid horas historicas,
volvieron las barricadas, pero la Marsellesa se habia
pasado al otro lado de las barricadas, y el suyo ahora
era ocupado por la Internacional.

Concretamente la biologia en estos tltimos afios se
ha aprovechado de un modelo matematico nuevo, que
es lo que se llama un proceso estocastico; esto que
tiene un nombre procedente del griego, para hacerlo
mas inteligible significa una ley de probabilidad que
varia con el tiempo, y que el proceso regula con la
variacion en el tiempo de esta ley de probabilidad es lo
que constituye un proceso estocastico, esto en defi-
nitiva es hacer lo que pudiéramos llamar un analisis
microscopico de las probabilidades.

Hay una diferencia entre plantas, animales y los
hombres, que tiene una contrapartida matematica, y es
que los hombres y los animales se mueven, mientras
que las plantas no; como consecuencia resulta que hay
una parte de la matematica abstracta que encuentra o
puede encontrar aplicacion en la fitopatologia y no en
la medicina y la veterinaria; es una rama de la geo-
metria que se conoce con el nombre de geometria
integral que resulta de la fusion de la geometria y del
calculo de probabilidades. Segin que las distancias
entre plantas enfermas estén o no repartidas uniforme-
mente al azar; la plaga puede considerarse como no
contagiosa 0o como contagiosa; y es mas, segun la
mayor o menor uniformidad en el repartimiento al azar
de las distancias entre plantas se puede establecer una
medida del grado de contagio. Se pueden idear
modelos matematicos para el caso de la existencia de
insectos de plagas de las plantas, de acuerdo con la
teoria de los vuelos al azar y de la cinematica vectorial
isotropa, lo cual esta relacionado con el movimiento
browniano.

En dos conferencias anteriores que di y fueron
publicadas por la Real Academia de Ciencias y por la
Real Academia de Cultura Valenciana, de la que soy
académico de honor, ha tratado del “Espacio y el
tiempo en la Historia y en la Filosofia” en la segunda
conferencia y sobre “El Espacio y el Tiempo en las
Matematicas y en la Fisica” la segunda he tratado de
como las Matematicas son la ciencia por excelencia, la
ciencia exacta por esa razon antiguamente la hoy
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Facultad de Ciencias se llamaba de Ciencias Exactas,
¢éstas estan ante nosotros que en vez de crearlas lo que
hacemos es descubrirla, un teorema matematico no lo
creamos, lo descubrimos, estaba ahi silencioso espe-
rando que alguien de nosotros lo descubra. Las mate-
maticas estaban ya hechas antes que nosotros, no la
creamos sino que la estudiamos, la hacemos nacer.

Por el contrario, la Historia no esta hecha, la
hacemos nosotros, se puede decir que hacemos que
nazca, unas veces como quisiéramos que fueran los
hechos historicos lo conseguimos, otras veces fraca-
samos y nacen como no quisiéramos que nacieran.

Vamos a ocuparnos ahora de la Genética de las
leyes de la herencia mendeliana. Un fraile agustino
Gregorio Mendel (1822-1884) descubrié en 1865
después de muchos experimentos de cruzamientos con
polinizacion artificial en guisantes y judias, las leyes
de la herencia que llevan su nombre. Posteriormente
en 1900 tres cientificos De Vries, Correus y Tschermak
redescubrieron dichas leyes. Hoy el progreso de esta
ciencia asi como su gran desarrollo y unas muchas y
valiosas aplicaciones a la agricultura han contribuido a
un aumento y mejora de muchos cultivos de algo que
nunca pudieron imaginar Mendel y los tres sabios que
lo redescubrieron.

En 1974 escribi un libro titulado “Calculo de
Probabilidades y Procesos Estocasticos” editado por
Paraninfo de 483 paginas en el que aparte de los temas
conocidos que constituyen esta ciencia figuran varias
de mis propias investigaciones. Es tanto un libro de
Genética lo es de Procesos Estocasticos y de Teoria de
Probabilidades. Consta de 21 capitulos y de dos apén-
dices, uno de complementos de Matematicas y el otro
de un gran nimero de problemas resueltos y aplicados.
Los procesos estocasticos afectan en las siguientes
materias: radiactividad, Cibernética, Economia, rami-
ficacion continua, estadistica del orden, ciclos de la
naturaleza, Genética, Teoria de la Informacidn, Teoria
del lenguaje, fusion, fiabilidad y racionalizacion del
trabajo. De estas materias solamente las dos subra-
yadas afectan a esta conferencia.

A partir de aqui vamos a concluir lo escrito hasta
ahora y vamos a escribir unas notas sobre materias de
gran dificultad dirigida a lectores especialistas en la
materia, que estan muy matematizadas.

Nota 1* Ecuaciones integrodiferenciales aplicables
a la Biologia

En mis investigaciones sobre Biologia me he
encontrado con ecuaciones integrodiferenciales del
tipo

Zay +Zf

resolubles por la exponencial

(t-o)do=0 (1)

y=e” @
que sustituida en (1) da lugar a

e {Za,p’ +ZpSLS p)}zO 3)
r=0 s=0

en donde las L son las transformadas de Laplace de las
K. Las soluciones oscilantes de (1), cuando existen,
son hereditarias o teleoldgicas (cuyo significado
hemos explicado antes), los exponentes de la solucion
(2) de 1a(1) son las raices de la ecuacion trascendente
(no algebraica) y tiene particular interés el caso en que
el nimero de dichas raices es finito. El nombre de tele-
ologicas con que bauticé a estos fenémenos, alude a
que es el futuro y no el pasado quien condiciona el
estado presente del sistema en evolucion.

Nota 2* Ecuaciones sumatorias

También me he encontrado con ecuaciones del tipo

Y, + QY+t QY+ D by =0 (1)

o=0

que he llamado sumatorias, las cuales estdn con las
ecuaciones en diferencias finitas en la misma relacion
que las ecuaciones integrales con las ecuaciones dife-
renciales.

La (1) es resoluble por la exponencial
v =r @)

que sustituida en la (1) da lugar a

r [ao +ar+..+ar" +Zb0r_a} =0 (3)
o
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donde la ultima Z de (3) se puede escribir
1 S, o
gl = |=2br )
r o=0

siendo g(r) la funcion generatriz correspondiente a la
serie b, que puede ser divergente, basta con que tenga
funcion generatriz. La ecuacion (3) es trascendente en
general y también tiene interés muy particular, el caso
en que el nimero de raices es finito.

Nota 3

La funcion (1) de la nota 1 la he generalizado en
diversas direcciones, una de ellas cuando sustituimos
la ecuacion (1) de la nota 1 por una ecuacion de la
forma

0

ayy(t)+ay (t)+..+a,y" (t)+f0
/f (t 0,-0,~

cuya solucion es de la forma (2) de la nota 1 es decir

e)
-0, )do,..do, =0

y=e” 2)

por ser p raiz de la ecuacion

ay+ap+..+a,p"+F(p,p,..p)=0 (3)

Nota 4

Otra direccion para generalizar la nota 1 es la que
conduce a sistemas de ecuaciones integrales de la
forma

que introduciendo la transformada de Laplace un
miembro cualquiera de la (4) se

f: & (’")drf:xl (o) do =
S xo)of [ a (A=)

=[x ()G, (-0 )do

y el sistema de la (4) es equivalente a la cadena recu-
rrente de ecuaciones de diferencias finitas

= e G
de donde se deduce que
e e S

las G, F e y son las transformadas de Laplace de g, f, x.
Si el denominador de (7) no tiene ceros, calculando la
transformada de Laplace de (7), se obtiene la solucion
v,(?) en funcion del dato y,(#). Cuando numerador y
denominador de (7) son polinomios, debido a las pro-
piedades de la transformacion de Laplace:

y(t)=/ :e_’”x(O')dO' (8)

Nota 5

Estos problemas bioldgicos estudiados matematica-
mente se han llegado a convertir incluso en un instru-
mento de investigacion de las propiedades de las fun-
ciones trascendentes superiores. Es un hecho conocido
que muchas formulas de combinatoria son dificiles de
demostrar o indemostrables por linea directa, sin
embargo son consecuencia inmediata de problemas
probabilisticos, pues bien, en un orden mas com-
plicado me he encontrado con que la solucion de
ciertos problemas probabilisticos que encuentran su
origen en la biologia, se convierten en un instrumento
que permite encontrar y demostrar nuevas propiedades
de las funciones trascendentes superiores que no se
han encontrado anteriormente por los procedimientos
directos del analisis matematico clasico. Es que las
propiedades funcionales se descubren en un plan
previo, se procede a investigar en forma desordenada,
nos convertimos mitad en broma mitad en serio en
matematicos ebrios, que encontramos cosas sin bus-
carlas; pero resulta que muchas veces el irse encon-
trando cosas sin buscarlas puede tener mas impor-
tancia que resolver un problema concreto. Asi por
ejemplo el fracaso de Plank en su intento de explicar el
mecanismo de radiacion del cuerpo negro, le condujo
al descubrimiento de los cuantos; el fracaso de
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Dirichlet en su intento de demostracién del altimo
teorema de Fermat, le condujo al descubrimiento de
los ideales.

Pearson aplico las funciones de Bessel al problema
de los vuelos al azar, que tiene interés en las emigra-
ciones de insectos dafiinos a la agricultura. He rea-
lizado investigaciones en las que he establecido las
ecuaciones integrales que ligan entre si a las funciones
caracteristicas y de frecuencias de los vectores alea-
torios y sus proyecciones sobre un subespacio (en par-
ticular un eje) en un espacio euclideo de n dimen-
siones.

También he de senalar que la biologia matematica
encuentra a veces formulas de la teoria de funciones
como consecuencia de la revolucion de los problemas
probabilisticos, y como muestra doy a continuacion
algunos ejemplos que he encontrado

h'm—Kn (x t> <P

n—o 2"1"<n>
, m m+ln ¢ nfa-tm| P Jn/—(’)
L%ZE(E;T;E;?)ZZ /2 IF(E);/%
2n/2—lr( g )‘]n/Zn—l (f&) ]
}11’—1)2 n/2—-1 :e_t /2
(tn)

P

en las que J, K, I', ,F|, & son las conocidas funciones
de Bessel, gamma, hipergeométrica y singular de
Dirac.

Nota 6. Mi relacién con Rey Pastor y la editorial
Globo del Brasil

La editorial Globo de Brasil publicé una enciclo-
pedia muy grande titulada Manual del Ingeniero en
portugués, la mayoria de los autores fueron brasilefios
pero quisieron contratar a algunos extranjeros entre
ellos a un espafiol y pidieron a Rey Pastor a quién
debian elegir, y éste le dio mi nombre. El idioma era el
portugués. Me encargaron que escribiera sobre la

Teoria y Aplicaciones de las Oscilaciones y nombraron
traductor del espafol al portugués al ingeniero bra-
silefio Ruy Pinto da Silvas. Mi publicacion tiene 233
paginas y consta de 18 capitulos y contiene una parte
con mis propias investigaciones. Esta en el volumen
50 del tomo 1o y se publicd en 1964.

Nota 7. Mi relacion con Rey Pastor y Antonio de
Castro vy su libro Funciones de Bessel

Rey Pastor y Antonio de Castro catedratico de la
Universidad de Sevilla escribieron un libro conjunta-
mente titulado Funciones de Bessel, editado por la edi-
torial Dossat en 1958. Me pidieron que les enviase un
resumen de mis investigaciones sobre esta materia
para incluirla en su libro. Como puede verse en el
indice de Autores de su libro las paginas 196 a 203
reproducen una parte de mis propias investigaciones
sobre las Funciones de Bessel.

Lo que se refiere a mis investigaciones comienza
en la pagina 196 con el titulo Notas y Complementos
al capitulo XIII. Comienza el numero 1 Aplicaciones a
la teoria de oscilaciones hereditarias y teleoldgicas y
siguen con el nimero 2 Aplicaciones a la Estadistica y
al Calculo de Probabilidades siguen 2.1 Vectores alea-
torios isotropos y funciones J de Bessel 2.2 Funciones
I de Bessel y movimiento browniano 2.3 Adicion de
variables aleatorias en nimero aleatorio y funciones I
y K de Bessel 2.4 Multiplicacion y divisién de
variables aleatorias y funciones K de Bessel 2.5 Otras
propiedades de las funciones K de Bessel 2.6
Probabilidades discretas, dependientes del indice de
funciones K de Bessel 2.7. Probabilidades depen-
dientes de funciones ber, y bei, de Lord Kelvin 2.8
Probabilidades dependientes de funciones de Bessel
no pertenecientes al dominio de atraccion de la ley
normal. Todo lo anterior estd extraido de mis
memorias “Nuevos tipos de ecuaciones diferenciales e
integrodiferenciales. Nuevos fenomenos de osci-
lacion” publicada por la Real Academia de Ciencias en
1956.

Nota 8. Perfiles isoclasticos en la agricultura

He llamado perfiles isoclasticos a aquellos que
gozan de la propiedad de que las particulas que se
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mueven sobre los mismos ejercen la misma presion en
cualquier punto, y por tanto si el material sobre el que
esta hecha la maquina es homogéneo, la maquina seria
homogénea en cuanto a la resistencia; en términos vul-
gares no habra sobre la maquina puntos de menor
resistencia.

Si las fuerzas estan situadas en un plano y el perfil
es una curva plana, la presion ejercida por la fuerza
exterior esta dirigida segin la normal a la curva. Si X'e
Y son sus componentes cartesianas, x ¢ y las coorde-
nadas de un punto genérico de la curva, la ecuacion
diferencial de ésta para que sea elastica es:

Xdy —Ydx = Kds; ds* =dx’ +dy’ (1)

en la que K es una constante que expresa la constancia
de la proyeccion de la fuerza sobre la normal a la
curva.

Asi por ejemplo si la fuerza es central y de inten-
sidad constante, tomando como origen de coordenadas
el centro de fuerzas es:

X:_ﬂ; Y:_ﬂ; r2:x2+y2

r r @)
ﬂ(xdy—ydx> 2, 202
——————==urd0 =kNdr +r°do

r

de la que se sigue que
2_k2
%=md€; r=ae"; usz (3)

el perfil es una espiral logaritmica.

Si las fuerzas exteriores no estan en un plano y el
perfil es una superficie; si llamamos X, ¥, Z a las com-
ponentes cartesianas de las fuerzas, p y ¢ a las deri-
vadas parciales 0z/0x, 0z/dy, para que el perfil sea
isoclastico se ha de verificar:

pX +qY -Z =k 1+ p* +¢° 4)

que expresa que la proyeccion de la fuerza sobre la
normal a la superficie es constante.

Asi por ejemplo si la fuerza es paralela al eje OZ'y
de intensidad constante (4) es:

p’+q’ =k )

que tiene la integral completa inmediata:

z=ax++\k> —a’y +b (6)

en las que a y b son constantes de integracion. Si b=0
representa un plano que envuelve un cono de revo-
lucion de eje OZ.

Si b es distinto de cero el plano (6) envuelve un
helicoide desarrollable, cuya arista de retroceso es una
hélice situada sobre un cilindro de revolucion de eje
vertical.

Si k=0 la (5) se reduce
p’+q’=0 = p=0,¢=0 (7)

cuya envolvente es un cilindro de revolucion de eje
paralelo a OZ, la presion es en este caso nula.

Las tres superficies anteriores son los perfiles iso-
clasticos para una fuerza como la de la gravedad
(deben emplearse en los arados).

Para mas detalles véase mi articulo publicado en
1955 en el Boletin de INIA de 1955 o mi libro
Mecéanica y Calculo Tensorial 2a Edicion de Dossat de
1965.

Nota 9. LLa Mecanica aleatoria

La Mecanica aleatoria es una de las ramas mas
sugestivas y modernas de la Mecanica. Utiliza
métodos muy distintos de los de la mecénica cierta,
basada preferentemente en el Calculo de Probabili-
dades (Procesos estocasticos). Vamos a dar un ejemplo
de movimiento rectilineo aleatorio impulsivo. Si un
punto se mueve sobre una recta, siendo su velocidad v
una variable aleatoria discreta y no creciente, tal que la
probabilidad de que disminuya en una unidad en el
intervalo de tiempo de ¢ a ¢+ dt es igual a Av/dt y su
valor inicial es u, se obtiene para funcidn caracteristica
de la velocidad v:

[eiw—lt +1 _e—lt]" (1)

a la que corresponde el valor medio

v=ue™ 2)
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Y para la posicion aleatoria sobre la recta en el
tiempo ¢ se obtiene la funcion caracteristica:
(iz=2)t ( _ (iz—/l)t)
e +——I|1-e 3
A —iz )

a la que corresponde el valor medio
u (1 —e™ )

T @

Obsérvese que la derivada con relacion al tiempo
de la posicion es igual a la velocidad media.

La funcién caracteristica de la distribucion con-
junta de la posicion x y de la velocidad v, se obtiene
que es

poae 2 s "
(iz=A Jt+iw (iz—=A)t
e —(1-e
[ A—iz ( >:| ©)

Siendo w el argumento relativo a v y z el relativo a x.
La formula (5) permite resolver los problemas rela-
tivos a la correlacion entre posicion y velocidad.

Cuando el tiempo ¢ tiende a infinito (1) tiende a la

unidad, luego la velocidad converge en probabilidad a
cero y la (3) tiende a
= ©
A—iz

a la que corresponde la funcion de frecuencias

A
(n—l)!

siendo el valor medio el mismo que resulta de hacer
t=00 en (4) o sea n/A.

e—ﬂ.xxn—l (7)

Nota 10. Extension de la aleatoriedad a parte de la
Fisica y de las Ecuaciones Diferenciales y en
Derivadas Parciales

En varias publicaciones he transformado ecua-
ciones diferenciales y sistemas de las mismas y ecua-
ciones en derivadas parciales en otras de estas clases
iguales en su forma pero con valores iniciales alea-
torios de forma distinta a lo que se acostumbra a hacer.

Este enfoque distinto abre un campo muy grande que
incluye el papel que puede jugar el azar no solo ya en
la Fisica sino también en otras Ciencias como son la
Economia y la Sociologia.

Nota 11. Mi libro Mecénica y Célculo Tensorial

La segunda edicion es de 1965 fue hecha por
Dossat. Consta de 496 paginas, de las cuales de la
pagina 387 hasta el final estd dedicada al Calculo
Tensorial.

La parte del Calculo Tensorial va desde el capitulo
XVI al XX y se exponen los Tensores afines y cova-
riantes, los Tensores en geometria, los espacios de
Riemann y los no Riemannianos, entre los que figuran
uno introducido por mi, y los de Finsler y los electro-
magnéticos. Lo dicho implica ir mas alla de la Teoria
de la Relatividad.

Nota 12. Mi libro “Lineas de investigacion en los
Procesos Estocasticos y el movimiento Browniano”

En los afios 1974 y 1975 el Instituo de Espana creo
la catedra de José Maria Plans para los Académicos de
la Real Academia de Ciencias que dieran cursos para
Licenciados que quisieran hacer el Doctorado, cursos
que serian publicados como libros del Instituto de
Espaiia.

En 1974 Federico Goded dio un curso sobre la
Teoria de la Relatividad, que se publico.

En 1975 yo di un curso que también se publico, que
es el que encabeza esta nota 12. Tiene 213 paginas y
estd dividido en 5 capitulos y un apéndice, con mis
propias investigaciones. Después no se dieron mas dis-
cursos por académicos de la Seccion de Exactas de la
Real Academia de Ciencias.

Nota 13. Calculo Integral y Calculo Diferencial ale-
atorios

Esta nota amplia la Nota 10. En mi opinion
introduce una novedad que es que introduce nuevos
conceptos en las Matematicas. En el caso del Calculo
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Integral introducimos un nuevo modelo matematico
que es aplicable a las integrales simples, dobles y en
general multiples, las pone en contacto con la aleato-
riedad y también en el caso del Calculo Diferencial,
siendo aplicable a las derivadas ordinarias y a las deri-
vadas dobles y multiples.

En el caso del Calculo Diferencial las derivadas
sean las ordinarias, las dobles, triples o multiples, las
llamamos aleatorias, si los valores de las mismas no
sean ciertos sino que tomen valores aleatorios, es decir
que df /dx no es un valor cierto (exacto) sino que son
aleatorios, con probabilidades dadas de antemano. Lo
anterior es también valido para derivadas parciales de
funciones de varias variables.

Es decir la derivada de f(x) para x=a, es:

(%@)W probabilidad x=a (1)

En el caso de funciones de dos variables x, y es

( &/ (x%.y)

b =a,y=b 2

En el caso de la integral es
fbf<x>dx=F(b> prob x=b—F(a> prob x=a (3)

y lo mismo para funciones dobles y en general mul-
tiples.

Nota 14. La posicion del Rey Jaime I y el mur-
ciélago (leyenda o realidad)

Cuenta la leyenda que durante el sitio de Valencia
un murciélago permanecié en lo mas alto de su tienda
de campaiia, obviamente esto es imposible, pero lo que
si pudo ser real es que durante todo el sitio dado el
nimero tan enormemente grande de murciélagos
siempre hubiera un murciélago en el punto mas alto de
la tienda del Rey.

El nimero de murciélagos es tan grandisimo en la
Valencia de hasta hace pocos afios que es posible que
sea verdad lo dicho en la leyenda.

El escudo de Valencia es el unico de todos los
escudos del Reino de Aragon que lleva las barras rojas
y amarillas sobre todo el escudo. Los demas llevan las
barras sobre una cuarta parte del esduco.



